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Предисловие

These weights values can be shown to work,
but why they work is something of a mystery.

[DSP Guide, 1999]

Эта книга — замкнутое руководство по цифровой обработке сигналов (ЦОС),
доступное специалисту по прикладной математике и доводящее изложение до
работающих алгоритмов. Многие книги по ЦОС предназначены для радиоин-
женеров, знакомых со спектральной теорией, что делает их труднодоступными
для математиков-прикладников. Я не предполагаю, что читатель знаком со спек-
тральной теорией сигналов и излагаю весь необходимый для понимания мате-
риал. Пособие предназначено для инженеров и научных сотрудников, использу-
ющих методы ЦОС в работе и студентов, изучающих соответствующий курс.
Изложенный материал использовался в спецкурсе, который автор в течение ряда
лет читал студентам 3–4 курсов специальности «Прикладная математика».

Традиционно под цифровой обработкой сигналов (ЦОС) понимают обработку
дискретных временны́х рядов цифровыми фильтрами. При таком понимании в
область интересов ЦОС попадают в основном только методы расчета и анализа
цифровых фильтров, а теория дискретизации и спектральная теория рассматри-
ваются как теоретический фундамент рассматриваемых методов. Здесь для ЦОС
характерно использование спектральных методов, когда воздействие фильтра на
сигнал описывается в терминах изменений, происходящих со спектром сигнала.

Оказывается, что спектральный подход весьма эффективен во многих обла-
стях прикладной математики. Часто именно в области спектральных методов
лежат наиболее короткие и безопасные мосты между теорией и вычислительным
методом. В связи с этим в последнее время методы ЦОС широко применяются в
прикладной математике.

Одновременно в область ЦОС постепенно проникают новые методы обработки
сигналов (например вейвлетные разложения) и расширяется круг вопросов, от-
носящихся к ЦОС. При этом акцент переместился с разработки методов расчета
аппаратно реализуемых фильтров на исследование новых методов обработки сиг-
налов, многие из которых реализуются теперь исключительно программно. Эта
тенденция во многом связана с внедрением сигнальных процессоров, которые
стирают грань между аппаратной и программной реализацией методов обработ-
ки сигналов.

Успешная реализация методов ЦОС часто связана со знанием «маленьких хит-
ростей» и среди специалистов по прикладной математике распространено мнение,
что искусство обработки данных — своего рода черная магия. Трудности с обра-
боткой данных привели к появлению своего рода вычислительного гуру, который,
вынося высококвалифицированные и непонятные решения, умудряется обойти
эти проблемы. Именно поэтому в тексте зачастую проводится развернутый ана-
лиз распространенных ошибок и подводных камней, которыми изобилует ЦОС,
приводятся подробные схемы типовых спектральных алгоритмов и практические
советы и рекомендации, которые всегда в дефиците.
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К читателю

Хочется обратить внимание читателя на перевод основных терминов, дан-
ный в сносках и призванный облегчить знакомство с англоязычной литературой.
Ссылки на книги, перечисленные в списке рекомендованной литературы, даны
в следующем виде: [автор, год издания]. Ссылки на адреса в сети Интернет
даны в фигурных скобках. Наиболее важные формулы и положения выделены
рамкой. Для фундаментальных алгоритмов цифровой обработки сигналов, ко-
гда реализация алгоритма нетривиальна, приводится программа на языке ANSI
C, реализующая описываемый алгоритм. Чаще приводится словесное описание,
достаточно подробное для того, чтобы читатель мог реализовать алгоритм са-
мотоятельно. Техническая поддержка книги осуществляется по адресу сети Ин-
тернет {ltwood.hotbox.ru/dspbook} . По этому адресу можно найти спи-
сок замеченных опечаток, электронные версии программ и другую дополнитель-
ную информацию. С автором можно связаться по адресу электронной почты
LtWood@hotbox.ru . Я буду признателен за любые замечания, отзывы и сообще-
ния об ошибках.

Благодарности

Я обязан многим людям, в том, что они сделали возможной мою работу над
этой книгой.

Я хотел бы особо поблагодарить

• проф. В.А. Бондаренко, который в 1994 году посоветовал мне познакомить-
ся с цифровой обработкой сигналов;

• проф. В.В. Майорова, который на протяжении многих лет руководил моей
научной работой;

• Д.Ю. Герасимова, который одним из первых студентов слушал мои лекции
и постоянно помогал мне во всем;

• мою жену Ксению, которая с неизменным пониманием относилась ко всем
неудобствам, связанным с моей работой над этой книгой;

• моих студентов, которые помогли мне сделать эту книгу лучше.
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Рекомендуемая литература

Литература по цифровой обработке сигналов очень обширна. Здесь приведе-
ны только те книги, которые непосредственно использовал автор. Значительно
более полную аннотированную коллекцию ссылок можно найти в книге [Залман-
зон, 1989]. Сознательно не приведены выходные данные книг; фамилии автора и
названия обычно вполне достаточно, чтобы разыскать первоисточник. Тот мате-
риал, который не содержится в перечисленных книгах, основан на журнальных
публикациях — соответствующие ссылки даны в начале каждой главы.

[Зельдович, 1965] Я.Б. Зельдович, А.Д. Мышкис Элементы прикладной матема-
тики. Содержит простое изложение теории интегрального преобразования
Фурье. (Гл. 1, 2)

[Зиновьев, 1968] А.Л. Зиновьев, Л.И. Филиппов Введение в теорию сигналов
и цепей. Содержит довольно полное изложение материала, относящегося к
спектрам сигналов и случайных процессов с точки зрения анализа физиче-
ских систем обработки сигналов. (Гл. 1, 2, 7)

[Хемминг, 1972] Р.В. Хемминг Численные методы. Главы, посвященные рядам
Фурье, интегралу Фурье и фильтрам содержат замечательный вводный ма-
териал. (Гл. 1, 2)

[Коняев, 1973] К.В. Коняев Спектральный анализ случайных процессов и по-
лей. Содержит краткое изложение корреляционной теории случайных про-
цессов и практических методов их спектрального анализа. (Гл. 7, 8, 10,
11)

[Богнер, 1976] Введение в цифровую фильтрацию. Под ред. Р. Богнера и
А. Константинидиса. Полно изложен материал, относящийся к дискрет-
ному преобразованию Фурье и алгоритму БПФ. (Гл. 4, 5)

[Воронов, 1977] А.А. Воронов, В.К. Титов, Б.Н. Новогранов Основы теории
автоматического регулирования и управления. Классический учебник по
теории автоматического управления. Разделы, посвященные частотным ха-
рактеристикам регуляторов и случайным процессам в системах автоматиче-
ского регулирования содержат изложение материала, непосредственно при-
мыкающего к цифровой обработке сигналов. (Гл. 7)

[Рабинер, 1978] Л. Рабинер, Б. Гоулд Теория и применение цифровой обра-
ботки сигналов. Содержит весьма полное изложение теории и практики
построения цифровых фильтров. (Гл. 6, 9)

[Хемминг, 1980] Р.В. Хемминг Цифровые фильтры. Замечательное изложение
теории цифровой фильтрации и методов построения фильтров. (Гл. 6, 9)

[Карташев, 1982] В.Г. Карташев Основы теории дискретных сигналов и циф-
ровых фильтров. Хорошо изложена теория дискретизации и дискретного
преобразования Фурье. (Гл. 3, 4)
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[Бендат, 1983] Дж. Бендат, А. Пирсол Применения корреляционного и спек-
трального анализа. Содержит энциклопедическое изложение методов кор-
реляционного и спектрального анализа случайных процессов. (Гл. 7, 8, 10,
11)

[Залманзон, 1989] Л.А. Залманзон Преобразования Фурье, Уолша, Хаара и их
применение в управлении, связи и других областях Содержит конспектив-
ное изложение большей части вопросов ЦОС. Особую ценность представ-
ляют очень подробные библиографические комментарии в конце каждой
главы и большой аннотированный список литературы.

[Numerical Recipes, 1997] Numerical Recipes in C. The Art of Scientific
Computing {www.nr.com} Неплохой учебник и справочник по вычисли-
тельным методам. Содержит большую коллекцию программ, реализующих
основные численные методы. Среди прочего здесь можно найти все основ-
ные быстрые спектральные алгоритмы. (Гл. 5)

[Каханер, 1998] Д. Каханер, К. Моулер, С. Нэш Численные методы и программ-
ное обеспечение. Краткое изложение методов практического спектрального
анализа. Содержит несколько интересных примеров спектрального анализа
реальных данных. (Гл. 10)

[DSP Guide, 1999] Smith S.W. The Scientist and Engineer’s Guide to Digital
Signal Processing. {www.dspguide.com} Неплохой вводный курс цифро-
вой обработки сигналов. Содержит предельно упрощенное изложение боль-
шей части вопросов.

[Баскаков, 2000] С.И. Баскаков Радиотехнические цепи и сигналы. Содержит
изложение большей части материала, относящегося к цифровой обработ-
ке сигналов, но с точки зрения реализации физических систем обработки
сигналов.

[Солонина, 2001] А. Солонина, Д. Улахович, Л. Яковлев Алгоритмы и процес-
соры цифровой обработки сигналов. Подробное изложение вопросов, свя-
занных с применением Фурье-процессоров.

[Олссон, 2001] Г. Олссон, Д. Пиани Цифровые системы автоматизации и управ-
ления. Современное изложение теории цифрового управления системами.
Главы, посвященные сбору и обработке данных непосредственно примыка-
ют к цифровой обработке сигналов.

[Чуи, 2001] К. Чуи Введение в вэйвлеты. Довольно полное изложение теории
вейвлетных разложений. (Гл. 13, 14)

[Добеши, 2001] И. Добеши Десять лекций по вейвлетам. Одно из лучших из-
ложений теории вейвлет. (Гл. 13, 14)
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1 Ряд Фурье

Развивающиеся во времени натурные и модельные процессы описываются ве-
личинами, изменяющимися во времени. С точки зрения математики каждая та-
кая величина представляет собой функцию времени x(t) — это так называемый
аналоговый сигнал. Сигналы могут обрабатываться с использованием самых
разнообразных методов. К цифровой обработке сигналов (ЦОС)1 традиционно
относят методы обработки сигналов, связанные со спектральными преобразова-
ниями. Простейшее спектральное преобразование — ряд Фурье — изучается уже
в анализе. Здесь мы приведем основные сведения, касающиеся рядов Фурье и
введем удобную для дальнейшего изложения терминологию.

1.1 Комплексный ряд Фурье

В анализе разложение T -периодической функции x(t) в ряд Фурье записыва-
ется обычно следующим образом:

x(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos 2πnf0t + bn sin 2πnf0t, (1)

где f0 = 1/T . Формулы для коэффициентов получаются из соображений попарной
ортогональности функций cos 2πnf0t, sin 2πnf0t на отрезке [0, T ]:

∫ T

0

sin 2πnf0t cos 2πmf0t dt = 0,

∫ T

0

sin 2πnf0t sin 2πmf0t dt =

∫ T

0

cos 2πnf0t cos 2πmf0t dt =

{
0, n 6= m,

T/2, n = m
.

Левая и правая части ряда Фурье умножаются поочередно на каждую из этих
функций и после почленного интегрирования справа обнуляются все слагаемые
кроме одного. В результате получаются следующие формулы для коэффициентов:

an =
2

T

∫ T

0

x(t) cos 2πnf0t dt,

bn =
2

T

∫ T

0

x(t) sin 2πnf0t dt.

В дальнейшем нам будет удобнее пользоваться комплексной формой записи
ряда Фурье, которая получается после перехода от тригонометрических функций
к комплексным экспонентам по формулам Эйлера:

cos 2πnf0t =
1

2
[exp(i2πnf0t) + exp(−i2πnf0t)],

sin 2πnf0t =
1

2i
[exp(i2πnf0t)− exp(−i2πnf0t)].

1digital signal processing (DSP)
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После подстановки и приведения подобных членов получим следующую формулу:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnf0t), (2)

где коэффициенты Cn оказываются комплексными числами. Формулу для коэф-
фициентов Фурье Cn можно получить из формул для an, bn, но проще снова
воспользоваться попарной ортогональностью функций exp(i2πnf0t):

∫ T

0

exp(i2πnf0t) exp(i2πmf0t) dt =

{
0, n 6= m,

T, n = m
.

В результате получается следующая формула:

Cn =
1

T

∫ T

0

x(t) exp(−i2πnf0t)dt. (3)

Числа Cn называются коэффициентами Фурье функции x(t). Легко видеть,
что для вещественной функции x(t) коэффициенты Фурье обладают следующим
свойством симметрии:

C−n = C∗
n,

а коэффициент C0 в этом случае вещественен.
Отметим, что для любой T -периодической функции и всех a выполняется

равенство ∫ a+T

a

x(t)dt =

∫ T

0

x(t)dt.

Последнее утверждение сразу следует из равенства

∫ a+T

a

=

∫ 0

a

+

∫ T

0

+

∫ a+T

T

если иметь в виду следующее очевидное утверждение (здесь сделана замена
переменной t = T + s)

∫ a+T

T

x(t)dt =

∫ a

0

x(T + s)ds =

∫ a

0

x(s)ds.

Таким образом, периодическую функцию можно интегрировать по любому отрез-
ку с длиной, равной ее периоду, не заботясь о расположении отрезка на числовой
оси. Наиболее часто это утверждение используется применительно к формуле (3),
в которой интегрирование можно проводить по любому отрезку длиной T .
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1.2 Физический смысл ряда Фурье

Известно, что установившийся режим в устойчивой линейной динамической
системе общего положения может быть представлен в виде линейной комбинации
гармонических колебаний:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πfnt). (4)

Многие физические системы, порождающие наблюдаемые нами сигналы, доста-
точно точно описываются линейными дифференциальными уравнениями т.е. в
первом приближении являются линейными динамическими системами. Именно
этим объясняется поразительная эффективность методов, связанных с разложе-
нием сигнала по гармоническим функциям. Представление произвольного сигна-
ла x(t) в виде линейной комбинации гармонических колебаний (если оно воз-
можно) назыается его дискретным спектральным разложением. Набор частот
fn и соответствующих им комплексных амплитуд Cn называется дискретным
спектром сигнала x(t). Набор вещественных амплитуд An = |Cn| называет-
ся амплитудным дискретным спектром сигнала x(t). Ясно, что дискретный
спектр сигнала полностью определяет свойства порождающей этот сигнал ди-
намической системы. Заметим, что сумма гармоник оказывается периодической
функцией только в том случае, когда частоты исходных гармоник соизмеримы2,
а ряды Фурье работают только для периодических функций. В этом смысле дис-
кретное спектральное разложение оказывается шире разложения функции в ряд
Фурье.

Рассмотрим более подробно случай T -периодической функции x(t). В
этом случае все члены спектрального разложения также должны быть T -
периодическими функциями т.е. в спектральном разложении будут участвовать
только гармоники, удовлетворяющие равенству exp i2πf(t + T ) ≡ exp i2πft. Из
последнего тождества получаем exp i2πfT = 1, откуда сразу имеем f = fn = n/T
или f = fn = nf0, где f0 = 1/T . В этом случае на отрезке длины T укладывается
целое число периодов каждой гармоники. Следовательно спектральное разложе-
ние (4) T -периодической функции x(t) содержит только гармоники с частотами,
кратными частоте f0 = 1/T .

Таким образом, произвольное периодическое колебание с периодом T и часто-
той f = 1/T получается в результате сложения гармонических колебаний с ча-
стотами n/T . Первая из этих частот (n = 1) является частотой самого́ колебания
и называется основной, остальные частоты называются верхними частотами или
обертонами. Так высота звука определяется основной частотой колебаний воз-
духа: например ноте «ля» первой октавы соответствует основная частота 440 Гц.
Но эта нота, взятая на разных инструментах имеет различный тембр. Оказы-
вается, что тембр звука зывисит от соотношения амплитуд верхних гармоник,
наложенных на основную.

2Числа a и b называются соизмеримыми, если их отношение является рациональным чис-
лом. Поскольку число

√
2 не соизмеримо с единицей, то и функция sinx + sin

√
2x оказывается

непериодической.
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Коэффициенты Фурье вещественнозначной функции x(t) удовлетворяют ра-
венству C−n = C∗

n, а коэффициент C0 в этом случае вещественен. Воспользуемся
этими свойствами для упрощения выражения (2). Представим коэффициенты Фу-
рье в виде Cn = An exp iϕn, где An = |Cn|, ϕn = arg Cn. Из равенства C−n = C∗

n

следует, что A−n = An и ϕ−n = −ϕn, откуда сразу получаем:

x(t) =
∞∑

n=−∞
An exp[i(2πnf0t + ϕn)] =

= A0 +
∞∑

n=1

An exp[i(2πnf0t + ϕn)] + A−n exp[i(−2πnf0t + ϕ−n)] =

= A0 +
∞∑

n=1

An(exp[i(2πnf0t + ϕn)] + exp[−i(2πnf0t + ϕn)]) =

= A0 + 2
∞∑

n=1

An cos(2πnf0t + ϕn). (5)

Обсудим отличительные особенности полученных разложений. Оказывается,
что запись (5) ряда Фурье является с точки зрения физики более осмыслен-
ной, чем традиционная форма (1). Действительно, сдвиг начала отсчета времени
приводит к нетривиальному преобразованию коэффициентов (an, bn) и, таким
образом, представление сигнала в виде (1) не обладает инвариантностью по
отношению к смене начала отсчета времени. Такая инвариантность важна,
поскольку хотелось бы вне зависимости от момента начала наблюдений одного и
того же сигнала получать однаковые разложения. В то же время в случае разло-
жения (5) коэффициенты An инвариантны к сдвигу начала отсчета времени, а к
начальным фазам ϕn при этом добавляется постоянный сдвиг фаз. С этой точки
зрения разложение (2) аналогично формуле (5). В дополнение к этому оказыва-
ется, что оперировать с комплексными экспонентами при проведении выкладок
значительно удобнее.

Рассмотрим теперь более подробно гармонику x(t) = cos(2πft−ϕ). Линейную
функцию времени Φ(t) = 2πft−ϕ называют фазой колебания. Полное колебание
соответствует изменению фазы на величину 2π и фаза колебания фактически
определяется по модулю 2π. Значение фазы в начальный момент времени Φ(0) =
ϕ называется начальной фазой колебания или сдвигом фазы. Частота f есть
число полных колебаний, совершаемых гармоникой за единицу времени. Угловая
частота ω = 2πf есть величина, на которую фаза изменяется за единицу времени.
Период колебания (время совершения полного колебания) T = 2π/ω = 1/f есть
время, за которое фаза изменяется на 2π.

1.3 Дискретный спектр Фурье

Представление произвольного T -периодического сигнала x(t) в виде разложе-
ния (2) назыается его дискретным спектральным разложением Фурье. Спек-
тральное разложение Фурье (2) отличается от спектрального разложения обще-
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го вида (4) тем, что в нем участвуют только гармоники с частотами, кратны-
ми частоте f0 = 1/T . Последовательность комплексных амплитуд Cn называет-
ся дискретным спектром Фурье сигнала x(t). Набор вещественных амплитуд
An = |Cn| называется амплитудным дискретным спектром сигнала x(t). Ам-
плитудный спектр функции часто изображают в виде линейчатой диаграммы,
на которой по оси абсцисс откладывается частота, по оси ординат — амплитуда
соответствующей спектральной составляющей, а элемент амплитудного спектра
|Cn| представляют в виде вертикального отрезка с абсциссой nf0 и высотой,
равной |Cn|.

Формулы (3) и (2) осуществляют взаимно однозначное преобразование3 пери-
одической функции x(t) в набор коэффициентов {Cn} и обратно. Таким образом
дискретный спектр Фурье периодической функции x(t) содержит всю инфор-
мацию о ее поведении. Говорят, что в частотной области4 функция x(t) пред-
ставлена своими коэффициентами Фурье Cn, а сама функция x(t) представляет
ту же информацию во временно́й области5. Переход от рассмотрения сигнала
как функции времени x(t) к рассмотрению его спектра Cn составляет основную
идею спектрального анализа.

В спектральной теории обычно не отождествляют сигнал с функцией
x(t), которая рассматривается лишь как одно из представлений сигна-
ла. В этом случае функцию x(t) называют временны́м представлением
сигнала, а спектр (интегральный или дискретный) — его спектраль-
ным представлением. При задании спектра говорят, что сигнал пред-
ставлен в спектральной области, а при задании сигнала как функции
x(t) говорят, что сигнал представлен во временно́й области.

Еще раз подчеркнем, что временно́е и спектральное представления несут оди-
наковую информацию об исходном сигнале т.е. они эквивалентны. В рамках
спектрального подхода все операции, проводимые над сигналом, можно выпол-
нять как во временно́й, так и в спектральной области. Большое значение приоб-
ретает выяснение того, к каким преобразованиям спектра приводят те или иные
операции, производимые над временны́м представлением сигнала.

1.4 Теорема Парсеваля

Докажем теорему Парсеваля о спектре мощности сигнала. Мощностью пе-
риодического сигнала называется среднее (за период) значение квадрата модуля
сигнала:

E =
1

T

∫ T

0

|x(t)|2 dt

3Отметим, что всегда, когда мы говорим о взаимной однозначности спектральных преобразо-
ваний, мы имеем в виду взаимную однозначность с точностью до значений в точках разрыва т.е.
с точностью до значений функции на множестве меры нуль.

4frequency domain
5time domain

13
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Вычислим мощность сигнала, представленного в виде ряда Фурье:

1

T

∫ T

0

|x(t)|2 dt =
1

T

∫ T

0

x(t) [x(t)]∗ dt =

=
1

T

∫ T

0

x(t)

[ ∞∑
n=−∞

Cn exp(i2πnf0t)

]∗
dt =

1

T

∫ T

0

x(t)
∞∑

n=−∞
C∗

n exp(−i2πnf0t)dt =

=
∞∑

n=−∞
C∗

n

1

T

∫ T

0

x(t) exp(−i2πnf0t)dt =
∞∑

n=−∞
C∗

nCn.

Таким образом

1

T

∫ T

0

|x(t)|2 dt =
∞∑

n=−∞
|Cn|2.

Последнее равенство носит название равенства Парсеваля. Набор чисел Pn =
|Cn|2 называется дискретным спектром мощности периодического сигнала x(t).

Равенство Парсеваля позволяет оценить ошибку, допускаемую при использо-
вании отрезка ряда Фурье. Рассмотрим отрезок ряда Фурье

xN(t) =
N∑

n=−N

Cn exp(i2πnf0t).

Ясно, что функция ε(t) = x(t) − xN(t) раскладывается в ряд Фурье следующим
(единственным!) образом

ε(t) =
∞∑

n=−∞
C̄n exp(i2πnf0t),

где

C̄n =

{
0, |n| 6 N,

Cn, |n| > N
.

Но для функции ε(t) и ее Фурье-разложения справедливо равенство Парсеваля:

1

T

∫ T

0

|ε(t)|2 dt =
∞∑

n=−∞
|C̄n|2 =

∑

|n|>N

|Cn|2.

Окончательно имеем:

1

T

∫ T

0

|x(t)− xN(t)|2 dt =
∑

|n|>N

|Cn|2 =
1

T

∫ T

0

|x(t)|2 dt−
N∑

n=−N

|Cn|2.

Таким образом разность, стоящая в правой части равенства можно считать мерой
(среднеквадратичной) ошибки, допускаемой при замене ряда Фурье его отрезком.

14
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1.5 Теорема о скорости убывания спектра

Большое значение имеет теорема о скорости убывания коэффициентов Фурье,
точную формулировку которой можно найти в любом достаточно полном курсе
анализа. Для наших целей будет достаточно следующей простой формулировки:
если существует m первых производных функции x(t), то |Cn| = O(n−(m+1)).

Доказательство можно извлечь из очевидного равенства (получаемого инте-
грированием по частям)

Cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s)
d exp(−i2πnf0s)

−i2πnf0

=
1

i2πnf0

1

T

∫ T/2

−T/2

x′(s) exp(−i2πnf0s)ds.

Из последнего равенства следует также, что если Cn — коэффициенты ряда
Фурье функции x(t), а C ′

n — аналогичные коэффициенты функции x′(t), то C ′
n =

i2πnf0Cn.
Таким образом, если x(t) имеет разрывы первого рода, то |Cn| убывает как

n−1 и это приводит к тому, что для достижения удовлетворительной точности
приходится удерживать в разложении Фурье много членов. Обратно, если |Cn|
убывают не быстрее чем O(1/n), то x(t) с необходимостью имеет точки разрыва
первого рода. Если |Cn| убывают по крайне мере как O(1/n2), то x(t) дифферен-
цируема.

Сделаем важное замечание о разложении в ряд Фурье четных и нечетных
функций. Легко видеть, что для четной функции ряд Фурье будет иметь вид

a0 +
∞∑

n=1

an cos 2πnf0t,

а для нечетной функции
∞∑

n=1

an sin 2πnf0t,

Пусть функция x(t) определена на отрезке [0, L]. Доопределим ее на отрезок
[−L,L] по четности. Полученную функцию можно разложить в ряд Фурье по
косинусам. Продолжая исходную функцию на отрезок [−L,L] по нечетности,
получим разложение по синусам. В зависимости от значений функции x(t) и ее
производной в точках t = 0 и t = L одно из двух полученных представлений
функции в виде ряда Фурье окажется предпочтительным в смысле скорости
сходимости.

1.6 Абстрактные ряды Фурье

Система {eα}∞α=0 элементов евклидова пространства X называется ортонор-
мированной если (eα, eβ) = 0 при α 6= β и (eα, eα) = |eα|2 = 1. Рассмотрим
выражение

x =
∞∑

j=0

cjej, (∗)

15
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где cj — некоторые постоянные коэффициенты. Умножая левую и правую часть
этого равенства скалярно на cm и используя ортонормированность, получим вы-
ражение для коэффициентов cm:

cm = (x, em).

Коэффициенты cm называются коэффициентами Фурье элемента x по ортонор-
мированной системе {eα}. Выражение (∗) называется абстрактным рядом Фурье
элемента x по ортонормированной системе {eα}. Частичной суммой абстрактного
ряда Фурье называется выражение

xn =
n−1∑
j=0

cjej.

Ортонормированная система {eα} называется базисом пространства X если для
произвольного элемента x ∈ X выполнено равенство

lim
n→∞

|x− xn| = 0. (∗∗)

Рассмотрим подпространство Xn = L(e0, . . . , en−1), натянутое на первые n
векторов базиса. Всякая частичная сумма xn лежит в соответствующем подпро-
странстве Xn, поэтому можно сказать что Xn есть подпространство частичных
сумм ряда Фурье длины n. Рассмотрим разность εn = x− xn между элементом x
и частичной суммой его ряда Фурье. Скалярное произведение

(εn, em) = (x− xn, em) = (x, em)− (xn, em) = cm − (xn, em)

равно нулю для всех 0 6 m < n, следовательно вектор εn ортогонален подпро-
странству Xn. Таким образом, частичная сумма xn есть ортогональная проекция
элемента x на соответствующее подпространство Xn. Из равенства (∗∗) следует,
что

cl
∞⋃

n=0

Xn = X.

Таким образом, объединение всех подпространств Xn плотно6 в X.
Ясно, что перпендикуляр реализует кратчайшее расстояние от точки до под-

пространства т.е. |x − x′n| > |x − xn| для любого x′n ∈ Xn отличного от xn. Это
сразу следует из равенства

|x− x′n|2 = |x− xn + xn − x′n|2 = |x− xn|2 + |xn − x′n|2,

которое справедливо, поскольку векторы x−xn = εn и xn−x′n ∈ Xn ортогональны
и можно воспользоваться теоремой Пифагора7. Таким образом, частичная сумма

6Если замыкание некоторого множества A совпадает со всем пространством X, то говорят,
что множество A плотно в X.

7Теорема Пифагора в произвольном евклидовом пространстве доказывается следующим обра-
зом: если (a, b) = 0, то |a + b|2 = (a + b, a + b) = (a, a) + (a, b) + (b, a) + (b, b) = |a|2 + |b|2.
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xn ряда Фурье элемента x ∈ X отличается от всех прочих линейных комбинаций
первых n векторов системы {eαj

} минимальностью нормы отклонения от x.
Будем рассматривать пространство L2[0, T ] комплекснозначных функций,

определенных на отрезке [0, T ] и интегрируемых на нем вместе с квадратом мо-
дуля. Скалярное произведение8 определим формулой:

(x, y) =
1

T

∫ T

0

x(s)y(s)∗ds.

Система функций ek(s) = exp(ik2πf0s) (f0 = 1/T ), рассматриваемая при всех
k ∈ Z ортонормирована. Абстрактные ряды Фурье по такой системе функций
называются тригонометрическими. Коэффициенты Фурье могут быть найдены по
формуле

ck = (x, ek) =
1

T

∫ T

0

x(s) exp(−ik2πf0s)ds

и частичная сумма xn ряда Фурье элемента x принимает вид

xn(t) =
n−1∑

k=−(n−1)

ck exp(ik2πf0s).

Подпространство Xn образовано функциями, спектр которых ограничен сверху
частотой (n − 1)f0. В курсе анализа доказывается, что семейство функций {ek}
является базисом рассматриваемого пространства, следовательно |xn(t)−x(t)| →
0 при n →∞. Из доказанного выше минимального свойства рядов Фурье следует,
что среднеквадратичная ошибка приближения функции x(t) частичной суммой
ряда Фурье

|εn| = |x− xn| =
[

1

T

∫ T

0

|x(t)− xn(t)|2dt

]1/2

принимает минимальное значение. Мы пришли к важному заключению: отре-
зок тригонометрического ряда Фурье осуществляет аппроксимацию функции
x(t) тригонометрическим многочленом наилучшим образом в пространстве
с евклидовой метрикой т.е. в смысле минимальности среднеквадратичного
отклонения.

2 Преобразование Фурье

Несмотря на простоту и важность дискретного спектрального разложения Фу-
рье, при теоретическом исследовании задач обработки сигналов более удобным
оказывается т.н. интегральное спектральное разложение, включающее гармони-
ки со всевозможными частотами и позволяющее работать с непериодическими
функциями.

8Отметим, что в случае комплексного евклидова пространства свойство симметричности ска-
лярного произведения приобретает следующий вид: (x, y) = (y, x)∗. В этом случае (x, αy) =
(αy, x)∗ = α∗(y, x)∗ = α∗(x, y).
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2.1 Предельный переход в ряде Фурье

Носителем функции называется замыкание множества тех значений аргумен-
та, при которых значение функции отлично от нуля. Функция, имеющая ограни-
ченный носитель, называется финитной или локализованной.

Пусть x(t) — финитный сигнал с носителем, лежащим на отрезке [−T/2, T/2].
Рассмотрим также T -периодическое продолжение xT (t) функции x(t) на всю чис-
ловую ось. Функцию xT (t) можно разложить в ряд Фурье:

Cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(t) exp[−i2πnf0t]dt,

xT (t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp[i2πnf0t].

Здесь в первой формуле под интегралом стоит исходная функция x(t), а не
ее периодическое продолжение, поскольку интегрирование ведется по отрезку
[−T/2, T/2] и значения функции в других точках не имеют значения.

Введем следующие обозначения:

∆f = f0 = 1/T,

fn = nf0 = n∆f

и перепишем формулы для ряда Фурье следующим образом:

XT (f) =

∫ T/2

−T/2

x(t) exp[−i2πft]dt,

xT (t) =
∞∑

n=−∞
XT (fn) exp[i2πfnt]∆f.

Суммирование здесь ведется по n и частота fn = n∆f изменяется в соответсвии
со значением индекса n. Тождественность этих формул выписанным выше фор-
мулам для ряда Фурье становится очевидной если учесть следующее равенство:
Cn = XT (fn)∆f .

Если T очень велико, то число ∆f становится очень малым и элементы спек-
тра оказываются очень густо расположенными на оси частот. В пределе при
T →∞ сумма во второй формуле превращается в интеграл:

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp[i2πft]df. (6)

Первая формула переписывается практически без изменений:

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp[−i2πft]dt. (7)
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Функция X(f) называется интегральным спектром сигнала x(t), а функция
A(f) = |X(f)| — его амплитудным интегральным спектром. Интегральный
спектр состоит из всех возможных частот, вклад каждой из которых определяет-
ся величиной X(f). Формулы (6), (7) реализуют взаимно однозначное преобра-
зование9 функции x(t) в ее интегральный спектр X(f) и обратно. Формула (7),
осуществляющая переход от функции x(t) к ее интегральному спектру носит
название прямого преобразования Фурье10; формула (6), позволяющая по спек-
тру восстановить сигнал называется обратным преобразованием Фурье. Спектр
X(f) содержит всю информацию о поведении функции x(t). Говорят, что функ-
ция x(t) представлена в частотной области11 спектром X(f), а сама функция
x(t) представляет ту же информацию во временно́й области12.

Рассмотрим финитный сигнал x(t) с носителем, расположенным на отрезке
[0, T ] и его T -периодическое продолжение xT (t). Формулы для преобразования
Фурье сигнала x(t) и коэффициентов Фурье сигнала xT (t) имеют следующий
вид:

Cn =
1

T

∫ T

0

x(t) exp[−i2πnf0t]dt,

XT (f) =

∫ T

0

x(t) exp[−i2πft]dt.

Сравнивая эти формулы, приходим к следующему важному выводу:

Интегральный спектр сигнала конечной длительности T может быть
задан коэффициентами Фурье его периодического продолжения с раз-
решением по частоте ∆f = f0 = 1/T :

TCn = XT (n∆f, T ).

Это утверждение позволяет выяснить взаимосвязь дискретного и интеграль-
ного спектров Фурье. Снова рассмотрим финитную функцию x(t) с носителем,
лежащим на отрезке [0, T ]. Пусть функция x(t) доопределена нулем на отрезок
[0, Tv] (здесь Tv — интервал наблюдения) и в результате получена функцию xv(t)
(результат наблюдения). Вычислим дискретный спектр Cn Tv-периодического
продолжения функции xv(t). Расстояние между спектральными линиями дис-
кретного спектра равно ∆f = f0 = 1/Tv и каждому интервалу изменения ча-
стоты соответствует конечное число спектральных составляющих. Пусть теперь
Tv → ∞ и, соответственно, ∆f → 0. Ясно, что при этом Cn → 0 и в пределе мы
получаем представление непериодической функции в виде суммы бесконечного

9Отметим, что всегда, когда мы говорим о взаимной однозначности спектральных преобразо-
ваний, мы имеем в виду взаимную однозначность с точностью до значений в точках разрыва т.е.
с точностью до значений функции на множестве меры нуль.

10Fourier transform
11frequency domain
12time domain
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Рис. 1: Функция sinc(x)

числа бесконечно малых по амплитуде колебаний, бесконечно близких по ча-
стоте. В то же время при любом Tv выполнено соотношение ∆fX(n∆f, T ) = Cn

и точки (n∆f, Cn/∆f) лежат на кривой X(f, T ). Выражение Cn/∆f имеет смысл
плотности амплитуды и в пределе амплитуда оказывается «размазанной» по ве-
щественной оси с плотностью X(f, T ). Таким образом, при увеличении длитель-
ности наблюдения спектральные линии постепенно сближаются и число их на
каждом фиксированном отрезке увеличивается, устремляясь к бесконечности,
что обеспечивает все более точное задание спектра X(f, T ).

Введем оператор FT, переводящий функцию x(t) в ее интегральный спектр:
FT[x(·)](f) = X(f). Наиболее важным свойством оператора FT является его ли-
нейность. Пусть FT[x(t)] = X(f) и FT[y(t)] = Y (f). Тогда FT[αx(t) + βy(t)] =
α FT[x(t)]+β FT[y(t)] = αX(f)+βY (f), что непосредственно следует из (6). Лег-
ко также показать, что спектр X(f) вещественнозначной функции x(t) обладает
следующим свойством симметрии (проверьте!): X(−f) = X∗(f).

2.2 Примеры

Рассмотрим спектр вида

X(f) =

{
1, |t| 6 f∗/2,

0, |t| > f∗/2

и вычислим для него соответствующую функцию x(t). Вычисления проводятся
непосредственно:

x(t) =

∫ f∗/2

−f∗/2

exp[i2πft]df =
sin(πf∗t)

πt
.

При f∗ = 1 получаем функцию x(t) = sin(πt)/πt.
Функция sin x/x (см. рис. 1) настолько часто встречается в цифровой обра-

ботке сигналов, что для нее используется специальное обозначение:

sinc x =
sin x

x
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(читается «синкус»).
В новых обозначениях формула для сигнала x(t) из примера принимает сле-

дующий вид:
x(t) = f∗ sinc(πf∗t).

При f∗ = 1 имеем x(t) = sinc(πt).
Если в формуле для преобразования Фурье положить f = 0, то получим:

X(0) =

∫ ∞

−∞
x(t)dt

т.е. интеграл от функции совпадает со значением преобразования Фурье в точке
f = 0. Для функции из примера получаем (при f∗ = 1):

∫ ∞

−∞
sinc(πt)dt = π−1

∫ ∞

−∞
sinc(t)dt = X(0) = 1

т.е. ∫ ∞

−∞

sin t

t
dt = π.

Мы получили известный классический результат новым способом.
Вычислим еще спектр функции Гаусса:

x(t) = exp[−t2/2].

При этом используется табличный интеграл Пуассона
∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx = π1/2.

Эту формулу легко получить проинтегрировав по вещественной плоскости R2

выражение exp(−x2 − y2) путем перехода к полярным координатам:

(∫

R

exp(−x2)dx

)2

=

∫

R2

exp(−x2 − y2)ds =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

exp(−r2)rdrdϕ = π.

Проведем выкладки:

X(f) =

∫ ∞

−∞
exp[−t2/2− i2πft]dt =

∫ ∞

−∞
exp[(t/

√
2 + i

√
2πf)2 + 2πf ]dt

В результате получим:
G0(f) = (2π)1/2g0(2πf).
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2.3 Теорема Парсеваля

Мощностью непериодического сигнала x(t) называется величина

E =

∫ ∞

−∞
|x(s)|2ds.

Имеет место результат, аналогичный теореме Парсеваля для рядов Фурье:

∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt =

∫ ∞

−∞
|X(f)|2df.

Функция P (f) = |X(f)|2 называется спектром мощности13 непериодического
сигнала x(t).

Для доказательства последней формулы вычислим мощность сигнала, пред-
ставленного в виде интеграла Фурье:

∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
x(t) [x(t)]∗ dt =

=

∫ ∞

−∞
x(t)

[∫ ∞

−∞
X(f) exp(i2πft)df

]∗
dt =

∫ ∞

−∞
x(t)

∫ ∞

−∞
X(f)∗ exp(−i2πft)dfdt =

=

∫ ∞

−∞
X(f)∗

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft)dtdf =

∫ ∞

−∞
X(f)∗X(f)df =

∫ ∞

−∞
|X(f)|2df.

2.4 Теорема двойственности

Пусть оператор FT[·] переводит функцию x(t) в ее интегральный спектр X(f):

FT [x(·)] (f) = X(f).

Заметим, что под FT[x(·)](f) понимается значение в точке f функции, являю-
щейся результатом действия оператора FT[·] на функцию x(·).

Найдем результат действия оператора FT[·] на спектр X(f):

FT [X(·)] (ξ) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp(−i2πfξ)df.

Легко видеть, что
FT [X(·)] (ξ) = x(−ξ).

Для обратного оператора FT−1[·], преобразующего спектр X(·) в исходный сигнал
x(·), имеем:

FT−1 [X(·)] (t) = x(t) = FT [X(·)] (−t).

Доказанное утверждение носит название теоремы двойственности и имеет мно-
гочисленные применения.

13power spectrum
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2.5 Теоремы подобия

Пусть функция x(t) имеет спектр X(f). Тогда функции xλ(t) = x(λt) (λ > 0)
соответствует спектр Xλ(f) = (1/λ)X(f/λ). Это свойство доказывается в одну
строку заменой переменной s = λt:

Xλ(f) =

∫ ∞

−∞
x(λt) exp(−i2πft)dt =

∫ ∞

−∞
x(s) exp[−i2π(f/λ)s]ds/λ = (1/λ)X(f/λ).

Доказанное свойство с использованием введенной выше операторной символики
может быть записано следующим образом:

FT[x(λt)] = λ−1X(f/λ).

Из доказанной теоремы и теоремы двойственности следует, что если спектр
X(f) соответствует функции x(t), то спектр Xλ(f) = X(λf) соответствует функ-
ции xλ(t) = x(t/λ)/λ:

FT−1[X(λf)] = λ−1x(t/λ).

Смысл доказанного утверждения состоит в том, что при сжатии сигнала в λ раз
вдоль оси времени частота каждой гармонической составляющей из спектраль-
ного представления сигнала увелививается в λ раз и, следовательно происходит
такое же расширение спектра в область высоких частот.

2.6 Запаздывание сигнала и сдвиг спектра

Если функция x(t) имеет спектр X(f), то функции xτ (t) = x(t − τ) соответ-
ствует спектр Xτ (f) = exp(−i2πfτ)X(f):

FT[x(t− τ)] = exp(−i2πfτ)X(f).

Это свойство также доказывается в одну строку заменой переменной s = t− τ :

Xτ (f) =

∫ ∞

−∞
x(t− τ) exp(−i2πft)dt =

=

∫ ∞

−∞
x(s) exp[−i2πf(s + τ)]ds = exp(−i2πfτ)X(f).

Доказанное свойство демонстрирует инвариантность амплитудного спектра отно-
сительно сдвига преобразуемого сигнала: |Xτ (f)| = |X(f)|.

Если спектр X(f) соответствует функции x(t), то спектр Xf0(f) = X(f − f0)
соответствует функции xf0(t) = x(t) exp(i2πf0t):

FT−1[X(f − f0)] = x(t) exp(i2πf0t).

Доказательство тривиально.
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2.7 Принцип неопределенности

Пусть задан сигнал x(t) с мощностью E0. Введем функции Ex(t) и EX(f)
следующим образом:

Ex(t) =

∫ t

−t

|x(s)|2ds,

EX(f) =

∫ f

−f

|X(s)|2ds.

Ясно, что limt→∞ Ex(t) = limf→∞ EX(f) = E0. Таким образом EX(f0) — мощ-
ность сигнала, сосредоточенная на частотах |f | < f0. Шириной сигнала назовем
корень t∗ уравнения Ex(t) = E0/2; шириной спектра назовем корень f∗ урав-
нения EX(f) = E0/2. Ширина спектра определяет интервал частот, на котором
сосредоточена половина мощности сигнала.

Рассмотрим теперь сигнал xλ(t) =
√

λx(λt) при λ > 0. Легко проверить, что
мощность сигнала xλ(t) равна E0. Рассмотрим функцию

Eλ
x (t) =

∫ t

−t

|xλ(s)|2ds.

Тривиально проверяется равенство:

Eλ
x (t) = Ex(λt).

Из последнего равенства сразу следует, что ширина tλ∗ сигнала xλ(t) равна t∗/λ.
Из теоремы подобия следует, что интегральный спектр Xλ(f) сигнала xλ(t)

определяется соотношением:

Xλ(f) =
1√
λ

X(f/λ)

Рассмотрим функцию

Eλ
X(f) =

∫ f

−f

|Xλ(s)|2ds.

Тривиально проверяется равенство:

Eλ
X(f) = EX(f/λ).

Из последнего равенства сразу следует, что ширина fλ
∗ спектра Xλ(f) равна λf∗.

При уменьшении ширины сигнала в λ раз спектр сигнала становится во столь-
ко же раз шире. Произведение ширины сигнала и ширины спектра остается по-
стоянным:

t∗f∗ = const .

Это соотношение называется соотношением неопределенностей Гейзенберга.
Таким образом, между шириной сигнала и шириной спектра существует про-
стая и глубокая связь, составляющая содержание принципа неопределенности
Гейзенберга.
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Коротким сигналам соответствует широкий спектр и чем меньше
длительность сигнала, тем шире его спектр. Другими словами лока-
лизация сигнала на вдвое более коротком временно́м интервале приво-
дит к вдвое хуже локализованному спектру.

Отметим, что проведенные выше рассуждения имеют простой геометрический
смысл. Действительно, переход от функции x(t) к функции x(λt) при λ > 1
соответствует сжатию графика функции в λ раз вдоль оси абсцисс и при этом в
соответствии с теоремой подобия график амплитудного спектра становится шире
в λ раз.

Полученное нами свойство спектра сигнала малой длительности приводит к
приципиальным трудностям при реализации систем передачи информации с вы-
сокой пропускной способностью. Действительно, для обеспечения высокой скоро-
сти передачи информации желательно кодировать ее импульсами по возможности
меньшей длительности, но это приводит к весьма широкому диапазону частот,
представленному в спектре. В то же время любой канал связи имеет определен-
ный диапазон пропускаемых частот и расширение этого диапазона сопряжено с
существенными техническими трудностями.

2.8 Формы записи преобразования Фурье

В литературе широко используются эквивалентные способы записи формул
для преобразования Фурье, отличающиеся от используемых нами.

Первая модификация связана с использованием угловой частоты ω вместо
линейной чстоты f . Положим ω = 2πf и

X1(ω) =
1

2π
X

( ω

2π

)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−iωt)dt.

Формула

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp(i2πft)df

принимает вид

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X

( ω

2π

)
exp(iωt)dω =

∫ ∞

−∞
X1(ω) exp(iωt)dω.

Множитель 1/(2π) в формуле прямого преобразования фурье и асимметрич-
ность полученных формул приносят множество неудобств в выкладках. Часто
используют еще одну форму записи, получаемую путем аналогичных преобразо-
ваний:

X2(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−iωt)dt,

x(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
X2(ω) exp(iωt)dω.
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Вторая из часто встречающихся модификаций связана со знаком экспоненты.
В этом случае формулы приобретают следующий вид:

X3(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(i2πft)dt,

x(t) =

∫ ∞

−∞
X3(f) exp(−i2πft)df.

Из теоремы двойственности следует, что спектр X3(f) отличается от спектра
X(f) направлением оси частот:

X3(f) = X(−f).

Иногда встречаются случаи, когда преобразованием Фурье называют произ-
вольную комбинацию описанных выше модификаций основных формул. Обычно
такая несогласованность не приводит к большим трудностям, но вносит посто-
янную путаницу. Обращаясь к незнакомому источнику, всегда следует сначала
выяснить, что конкретно автор понимает под термином «преобразование Фурье».

3 Теория дискретизации

До этого момента мы рассматривали исключительно аналоговые сигналы, за-
данные функциями непрерывно меняющегося аргумента. Цифровая вычислитель-
ная техника по своей природе не может непосредственно работать с аналоговыми
сигналами.

Для представления аналогового сигнала используется процедура дискрети-
зации14. Задавая интервал дискретизации τ > 0, мы переходим от аналогового
сигнала x(t) к последовательности {xk}, образованной по правилу xk = x(kτ).
Получаемая в результате дискретизации последовательность значений сигнала в
равноотстоящие моменты времени xk называется временны́м рядом15.

При обработке натурных данных дискретизация аналогового сигнала произво-
дится устройством, называемым аналого-цифровым преобразователем (АЦП)16.
Для обратного преобразования временного ряда в аналоговый сигнал применя-
ются цифро-аналоговые преобразователи (ЦАП)17. АЦП и ЦАП являются со-
ставной частью всех звуковых карт. При обработке результатов моделирования
дискретная форма представления сигнала естественно возникает как результат
применения численных методов анализа.

Во всех случаях выбор правильного значения интервала дискретизации τ
представляет собой важную проблему. Интервал дискретизации выбирают из
соображений адекватности и неизбыточности временного ряда. Представи-
тельность дискретизации подразумевает достаточно точное сохранение свойств
исходной функции. Неизбыточность предполагает выбор достаточно большого
шага дискретизации при сохранении представительности.

14sampling
15time series
16analog-digital converter (ADC)
17digital-analog converter (DAC)
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3.1 Модель дискретизации

С точки зрения классического численного анализа дискретизация представ-
ляет собой переход от функции x(t) к временно́му ряду

xk = x(kτ).

Попытаемся взглянуть на процесс дискретизации с несколько иной точки зрения.
Рассмотрим выражение

Dτ (t) =
∞∑

j=−∞
δ(t− jτ), (8)

которое представляет последовательность дельтаобразных импульсов. Дискрети-
зацией сигнала x(t) назовем сигнал xτ (t), получаемый по правилу

xτ (t) = x(t)Dτ (t) =
∞∑

j=−∞
x(t)δ(t− jτ). (9)

Легко непосредственно убедиться в спреведливости равенства

xk =

∫ kτ+ε

kτ−ε

xτ (t)dt

при ε < τ . Таким образом временной ряд xk восстанавливается по дискретизации,
но дискретизация не содержит кроме значений xk никакой другой информации
(поскольку Dτ (t) = 0 при t 6= kτ ). Функция Dτ (t) называется дискретизирующей
дельта-гребенкой или ядром дискретизации.

3.2 Теорема о наложении

Легко видеть, что функция Dτ (t) является τ -периодической функцией и может
быть разложена в ряд Фурье:

Dτ (t) =
∞∑

n=−∞
dn exp(i2πnf1t),

где f1 = 1/τ . Найдем коэффициенты Фурье dn:

dn =
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

Dτ (t) exp(−i2πnf1t)dt =
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

∞∑
j=−∞

δ(t− jτ) exp(−i2πnf1t)dt =

=
1

τ

∞∑
j=−∞

∫ τ/2

−τ/2

δ(t− jτ) exp(−i2πnf1t)dt.
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В последней сумме лишь одно слагаемое при j = 0 отлично от нуля. Окончатель-
но получим dn = 1/τ и

Dτ (t) =
1

τ

∞∑
n=−∞

exp(i2πnf1t).

Пусть теперь сигнал x(t) имеет интегральный спектр X(f). Вычислим инте-
гральный спектр Xτ (f) дискретизации xτ (t) сигнала x(t).

Xτ (f) =

∫ ∞

−∞
xτ (t) exp(−i2πft)dt =

∫ ∞

−∞
x(t)Dτ (t) exp(−i2πft)dt =

=

∫ ∞

−∞
x(t)

[
1

τ

∞∑
n=−∞

exp(i2πnf1t)

]
exp(−i2πft)dt =

=
1

τ

∞∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
x(t) exp[−i2π(f − nf1)t]dt =

1

τ

∞∑
n=−∞

X(f − nf1).

Итак

Xτ (f) =
1

τ

∞∑
n=−∞

X(f − nτ−1). (10)

Последнее равенство составляет содержание теоремы Найквиста о наложении
спектров. Иначе говоря, спектр дискретизированного сигнала образуется пу-
тем сложения спектров исходного сигнала, сдвинутых по частоте на вели-
чину, кратную f1 = 1/τ .
Задача. Доказать аналогичное утверждение для случая рядов Фурье. Именно,
доказать, что если T -периодической функции x(t) соответствуют коэффициенты
Фурье Cn, то дискретизации xτ (t) при τ = T/N соответствуют коэффициенты
Фурье

Cτ
n =

1

τ

∞∑
j=−∞

Cn−jN .

Указание.

f1 =
1

τ
=

1

T/N
= N

1

T
= Nf0 (f0 = 1/T ).

3.3 Частота Найквиста

Пусть сигнал x(t) имеет финитный спектр X(f). Это означает, что существу-
ет число f∗ > 0 такое, что X(f) = 0 при |f | > f∗. Пусть дискретизация сигнала
производится при интервале дискретизации τ . Тогда спектр дискретизированно-
го сигнала представляет собой сумму спектров исходного сигнала, сдвинутых по
частоте друг относительно друга на величину, кратную f1 = 1/τ . Если спектр
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финитный и 2f∗ < f1, то отдельные спектры при суммировании не перекрывают-
ся. В этом случае спектр исходного сигнала может быть восстановлен по спектру
дискретизации следующим образом:

X(f) =

{
Xτ (f), |f | 6 f∗,

0, |f | > f∗
. (11)

Смысл сформулированного условия состоит в том, что в промежутке (по ча-
стоте) между отдельными слагаемыми в сумме (10) должно уместиться две полу-
ширины f∗ спектра исходного сигнала. Сформулированное условие носит назва-
ние условия Найквиста неналожения частот. Замечая, что f1 = 1/τ , преобра-
зуем условие Найквиста 2f∗ < f1 к виду, в котором оно чаще всего применяется
на практике:

τ <
1

2f∗
.

Таким образом, условие Найквиста оказывается выполненным, если частота
дискретизации 1/τ сигнала выбрана в два раза большей, чем частота самой
высокочастотной составляющей, присутствующей в сигнале.

Если условие Найквиста не выполнено, то «хвосты» спектров накладываются
друг на друга и приподнимаются. В этом случае в спектре дискретизированного
сигнала появляются ложные высокочастотные составляющие.

Физический смысл теоремы о наложении состоит в том, что после дискрети-
зации мы теряем возможность различать частоты, отличающиеся друг от друга
на 1/τ и спектральной составляющей дискретизированного сигнала с частотой
f ′ соответствуют спектральные составляющие исходного сигнала с частотами
{f ′ + k/τ}k∈Z . Частота hτ = 1/τ , называется частотой Найквиста18. Таким
образом, спектр дискретизированного сигнала определяет спектральный состав
исходного сигнала по модулю hτ — ось частот «складывается гармошкой». Это
явление называется «маскировкой частот»19.

Маскировку частот можно наблюдать в кино, когда в кадр попадает колесо
со спицами и меняющейся частотой вращения (например колесо разгоняющейся
кареты). При увеличении скорости вращения колеса мы видим сначала как оно
ускоряется, затем его движение замедляется, колесо останавливается и начинает
вращаться в обратную сторону. Дело в том, что при достаточно большой скорости
вращения за время смены кадров (1/25 сек. в кино) колесо успевает повернуть-
ся на угол 2π − α. Когда в телепередачах показывают экран компьютера, видны
черные полосы, которые также появляются в связи с маскировкой частот (тот
же эффект можно наблюдать, поставив вентилятор перед экраном компьютера и
глядя на экран сквозь вращающиеся лопасти; интересно также попробовать из-
менять скорость вражения, подтормаживая лопасти рукой). Описанные явления
известны в физике как стробоскопический эффект.
Задача. Сформулировать условие Найквиста в случае периодических сигналов и
рядов Фурье.

18Nyquist frequency
19frequency aliasing
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3.4 Теорема Найквиста-Шеннона

Заметим, что если для дискретизации xτ (t) выполнено условие Найквиста,
то появляется возможность восстановить по ней исходный сигнал x(t). Действи-
тельно, по дискретизированному сигналу xτ (t) можно найти его спектр Xτ (f),
затем восстановить спектр исходного сигнала X(f) и, уже зная спектр, восстано-
вить исходный сигнал x(t). Оказывается, что при выполненном условии Найкви-
ста можно явно выписать формулу, позволяющую восстановить исходный сигнал
x(t) по его дискретизации xk = x(kτ). Эта формула называется рядом Найквиста,
а сформулированное выше утверждение — теоремой Найквиста-Шеннона20.

Теорема 3.1 (Найквиста-Шеннона). Пусть сигнал x(t) имеет финитный
спектр X(f) и соответствующая ему максимальная частота равна f∗. То-
гда сигнал x(t) полностью определен своими значениями в точках tk = kτ при
τ = 1/2f∗.

Доказательство. Так как X(f) = 0 при |f | > f∗, то сигнал x(t) может быть
получен по спектру X(f) с помощью формулы

x(t) =

∫ f∗

−f∗
X(f) exp(i2πft)df (∗)

Замечая, что в правой части последней формулы используются значения спектра
X(f) лишь при |f | < f∗, мы получаем возможность подставить в нее вместо
спектра разложение в ряд Фурье его периодического продолжения.

Периодическое продолжение спектра X(f) на всю числовую ось является пе-
риодической функцией с периодом 2f∗. Поэтому, учитывая, что 1/2f∗ = τ , полу-
чим:

X(f) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnτf) (∗∗)

при |f | < f∗.
Подставим (∗∗) в (∗):

x(t) =

∫ f∗

−f∗

( ∞∑
n=−∞

Cn exp(i2πnτf)

)
exp(i2πft)df =

=
∞∑

n=−∞
Cn

∫ f∗

−f∗
exp[i2πf(t + nτ)]df =

∞∑
n=−∞

Cn
2 sin 2πf∗(t + nτ)

2π(t + nτ)

Найдем коэффициенты Фурье в разложении (∗∗). Формально

Cn =
1

2f∗

∫ f∗

−f∗
X(f) exp(−i2πnτf)df,

20sampling theorem
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но из (∗) следует, что

x (−nτ) =

∫ f∗

−f∗
X(f) exp(−i2πnτf)df

откуда

Cn =
1

2f∗
x (−nτ) .

Итак

x(t) =
∞∑

n=−∞

x (−nτ)

2f∗
· 2 sin 2πf∗(t + nτ)

2π(t + nτ)
=

∞∑

k=−∞
x (kτ)

sin 2πf∗(t− kτ)

2πf∗(t− kτ)

и окончательно

x(t) =
∞∑

k=−∞
x (kτ) sinc 2πf∗(t− kτ).

Учитывая, что xk = x(kτ), последнюю формулу можно переписать в виде:

x(t) =
∞∑

k=−∞
xk sinc 2πf∗(t− kτ). (12)

Теорема доказана.
Отметим, что если частота f∗ ограничивает сверху частоты спектральных

составляющих сигнала т.е. X(f) = 0 при |f | > f∗, то любая частота f∗∗ > f∗
также удовлетворяет этому условию. Поэтому сигнал x(t) с финитным спектром
полностью определен отсчетами xk = x(kτ) при всех τ < 1/2f∗.

Полагая, что τ = 1/2f∗ и t = jτ , перепишем формулу (12) следующим образом:

xj =
∞∑

k=−∞
xk sinc 2πf∗

(
j

1

2f∗
− k

1

2f∗

)
=

∞∑

k=−∞
xk sinc π(j − k).

Выписанная формула представляет собой очевидное тождество, поскольку функ-
ция sinc π(j − k) отлична от нуля лишь при k = j. Таким образом формула (12)
фактически является интерполяционной формулой, выражающей значение функ-
ции в любой момент времени через ее значения в узловых точках kτ . Эта формула
оказалась точной в самих узловых точках для произвольной функции x(t), но для
функций, спектр которых имеет ограниченный носитель она оказывается точной
при всех значениях аргумента.

3.5 Преобразование Фурье дискретизированного сигнала

Распространим развитые нами выше спектральные методы на случай дис-
кретных сигналов. Пусть сигнал x(t) имеет финитный спектр X(f). Тогда x(t)
полностью задается своими отсчетами xk = x(kτ), взятыми через промежуток
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τ = 1/2f∗. Выразим спектр такого сигнала через его отсчеты. Для этого подста-
вим выражение (12) в формулу прямого интегрального преобразования Фурье:

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft)dt =

=

∫ ∞

−∞

∞∑

k=−∞
x(kτ) sinc 2πf∗(t− kτ) exp(−i2πft)dt =

=
∞∑

k=−∞
x(kτ)

∫ ∞

−∞
sinc 2πf∗(t− kτ) exp(−i2πft)dt.

Задача. Проверить, что при τ = 1/2f∗

∫ ∞

−∞
sinc 2πf∗(t− kτ) exp(−i2πft)dt =

{
τ exp(−i2πfkτ), |f | 6 f∗,

0, |f | > f∗
.

Учитывая сделанное в формулировке задачи утверждение, имеем для |f | < f∗:

X(f) = τ

∞∑

k=−∞
xk exp(−i2πfkτ). (13)

В этом случае формула обращения получается тривильной дискретизацией пря-
мого преобразования Фурье:

xk =

∫ f∗

−f∗
X(f) exp(i2πfkτ)df. (14)

3.6 Дискретизация в спектральной области

Применим полученные результаты теории дискретизации и теорему двой-
ственности к выяснению свойств спектров финитных функций или, как говорят,
сигналов конечной длительности.

Пусть x(t) = 0 при |t| > T/2 и сигнал x(t) имеет спектр X(f, T ). Тогда, при-
меняя теорему Найквиста-Шеннона в совокупности с теоремой двойственности,
можно сделать следующее заключение: спектр X(f, T ) полностью определен
своими значениями в точках fn = n∆f при ∆f = 1/T и

X(f, T ) =
∞∑

n=−∞
X(n∆f, T ) sinc 2π(T/2)(f − n∆f) =

=
∞∑

n=−∞
X(n∆f, T ) sinc πT (f − n∆f). (15)
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Дискретный спектр сигнала конечной длительности вычисляется по формуле:

X(n∆f, T ) =

∫ T/2

−T/2

x(t) exp(i2πn∆ft). (16)

Сигнал x(t) можно восстановить по его дискретному спектру X(n∆f, T ), для
чего восстановим сначала интегральный спектр Фурье X(f, t) по его отсчетам
X(n∆f, T ) с помощью формулы (15), а затем используем полученное выражение
в формуле обратного преобразования Фурье

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f, T ) exp(i2πft)df =

=
∞∑

n=−∞
X(n∆f, T )

∫ ∞

−∞
sinc πT (f − n∆f) exp(i2πft)df.

Вспоминая задачу (∗), преобразуем полученное выражение следующим образом:

x(t) = ∆f

∞∑
n=−∞

X(n∆f, T ) exp(i2πn∆ft). (17)

Пусть сигнал конечной длительности (x(t) = 0 при |t| > T/2) имеет финит-
ный спектр (X(f, T ) = 0 при |f | > f∗). Тогда, с одной стороны, сигнал полностью
определяется своей дискретизацией (при τ < 1/2f∗), и, с другой стороны, спектр
сигнала также задается своей дискретизацией (при ∆f < 1/T ). На самом деле
сигнал конечной длительности всегда имеет спектр с неограниченным носите-
лем, так что сделанное предположение внутренне противоречиво. Однако, на
практике оказывается, что большинство сигналов конечной длительности имеют
достаточно быстро убывающий спектр, чтобы считать их (приближенно) имею-
щими финитный спектр.

Перепишем формулы прямого и обратного преобразований Фурье в предпо-
ложении одновременной финитности сигнала и спектра. Формула (13) принимет
следующий вид:

X(n∆f, T ) = τ

N/2∑

k=−N/2

xk exp(−i2πn∆fkτ).

Если τ = T/N и ∆f = 1/T , то ∆fτ = (1/T )(T/N) = 1/N и

X(n∆f, T ) =
T

N

N/2∑

k=−N/2

xk exp[−i(2π/N)nk]. (18)

Формула обращения получается дискретизацией из (17):

xk = ∆f

N/2∑

n=−N/2

X(n∆f, T ) exp(i2πn∆fkτ).
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С учетом равенства ∆fτ = 1/N последняя формула принимает вид:

xk =
1

T

N/2∑

n=−N/2

X(n∆f, T ) exp[i(2π/N)nk]. (19)

4 Дискретное преобразование Фурье

В предыдущем разделе формулы дискретного преобразования Фурье (ДПФ)
были получены в приближении сигналов конечной длительности с финитным
спектром. Здесь мы покажем другой подход к выводу этих формул и изучим
свойства ДПФ.

4.1 Дискретизация преобразования Фурье

Пусть сигнал x(t) финитен с носителем, лежащим на отрезке [−T/2, T/2].
В этом случае формулы для преобразования Фурье X(f, T ) совпадают с фор-
мулами для коэффициентов Фурье Cn периодической функции, полученной T -
периодическим продолжением на всю вещественную ось сужения функции x(t)
на отрезок [−T/2, T/2]:

X(n∆f, T ) =

∫ T/2

−T/2

x(t) exp(−i2πn∆ft)dt = TCn,

где ∆f = 1/T .
Вычислим коэффициенты Cn ряда Фурье приближенно, воспользовавшись

формулой прямоугольников при τ = T/N :

Cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(t) exp(−i2πn∆ft)dt ≈ 1

T

N/2∑

k=−N/2

x(kτ) exp(−i2πn∆fkτ)
T

N
.

Замечая, что ∆fτ = (1/T )(T/N) = 1/N и полагая xk = x(kτ), приходим к
формуле

Cn ≈ 1

N

N/2∑

k=−N/2

xk exp[−i(2π/N)nk].

Если Cn = 0 при |n| > N/2, то

xk = x(kτ) =

N/2∑

n=−N/2

Cn exp(i2πn∆fkτ) =

N/2∑

n=−N/2

Cn exp[i(2π/N)nk].

Таким образом, формулы прямого и обратного дискретного преобразования
Фурье эквивалентны формулам разложения функции в ряд Фурье при условии,
что интеграл заменен своим приближенным значением, вычисленным по формуле
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прямоугольников. Это замечание выясняет приближенный характер замены ин-
тегрального преобразования Фурье дискретным и позволяет оценить вносимую
такой заменой погрешность. При спектральном подходе приближенный характер
формул дискретного преобразования Фурье оказывается заключенным в предпо-
ложении об одновременной финитности сигнала и спектра.

4.2 Дискретное преобразование Фурье

Введем последовательность Xn в соответствии с формулой:

Xn =
1

N

N/2∑

n=−N/2

xk exp[−i(2π/N)kn]. (dft)

Тогда

X(n∆f, T ) = TXn (20)

и

xk =

N/2∑

n=−N/2

Xn exp[i(2π/N)kn]. (idft)

Последовательность Xn называется дискретным спектром временного ря-
да xk. Последовательность An = |Xn| называется дискретным амплитудным
спектром временного ряда xk. Формулы (dft), (idft) называются соответствен-
но прямым и обратным дискретным преобразованием Фурье (ДПФ)21. Легко
убедиться, что в случае вещественного временного ряда xk дискретный спектр
обладает следующим свойством симметрии X−n = X∗

n.
Формулы для прямого и обратного ДПФ обычно используют, несколько ви-

доизменяя обозначения. Пусть

WN = exp[i(2π/N)].

Число WN при заданном N называется поворачивающим множителем. Если
не возникает двусмысленности, нижний индекс при поворачивающем множителе
можно опускать. В новых обозначениях

Xn =
1

N

N/2∑

n=−N/2

xkW
−kn
N ,

xk =

N/2∑

n=−N/2

XnW nk
N .

21discrete Fourier transform
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Дискретный спектр Xn оказывается периодическим: Xn+N = Xn. Действи-
тельно:

Xn+N =
1

N

N/2∑

k=−N/2

xkW
−k(n+N)
N =

1

N

N/2∑

k=−N/2

xkW
−kn
N = Xn.

т.к.
WmN

N = exp[im(2π/N)N ] = exp(2πim) = 1.

Совершенно аналогично доказывается периодичность сигнала xk, восстановлен-
ного по дискретному спектру: xk+N = xk. Ясно, что N -периодичность последова-
тельностей xk, Xn и W nk

N позволяет вести суммирование в формулах прямого и
обратного дискретного преобразования Фурье по любому промежутку длины N .

С учетом периодичности формулы дискретного преобразования Фурье пере-
писываются следующим образом:

Xn =
1

N

N−1∑

k=0

xkW
−kn
N ,

xk =
N−1∑
n=0

XnW
nk
N .

(21)

Условие вещественности (с учетом равенства X−n = XN−n) принимает вид:
XN−n = X∗

n.

4.3 Взаимная однозначность ДПФ

Приближенный характер формул дискретного преобразования Фурье приво-
дит к необходимости более детально остановиться на взаимоотношении между
формулами прямого и обратного дискретного преобразования Фурье. Пусть

Xn =
1

N

N−1∑

k=0

xkW
−kn
N

и

x̄k =
N−1∑
n=0

XnW kn
N .

Убедимся, что x̄k = xk. Последнее утверждение не очевидно, поскольку при вы-
воде формул прямого и обратного дискретного преобразования Фурье мы поль-
зовались предположениями, которые выполняются лишь приближенно.

Доказательство.

x̄j =
N−1∑
n=0

XnW jn
N =

N−1∑
n=0

1

N

N−1∑

k=0

xkW
−kn
N W jn

N =
N−1∑

k=0

xk
1

N

N−1∑
n=0

W
n(j−k)
N .
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Но при j = k
N−1∑
n=0

W
n(j−k)
N = N,

а при j 6= k
N−1∑
n=0

W
n(j−k)
N =

1−W
N(j−k)
N

1−W j−k
N

= 0.

Из последних двух равенств сразу следует доказываемое утверждение.
Доказанная взаимная однозначность фактически оказалась справедливой в

результате того, что функции exp(i2πn∆ft) ортогональны не только на отрезке
0 6 t 6 T (∆f = 1/T ), но и на дискретном множестве точек tk = kτ . Последнее
является одним из самых замечательных свойств системы тригонометрических
функций.

4.4 Теорема Парсеваля

Мощностью сигнала xk называется величина

E =
1

N

N−1∑

k=0

|xk|2.

Вычислим мощность сигнала xk, представленного своим дискретным спектром
Xn:

E =
1

N

N−1∑

k=0

N−1∑
n=0

XnW
kn

N−1∑

l=0

X∗
l W kl =

1

N

N−1∑
n=0

N−1∑

l=0

XnX∗
l

N−1∑

k=0

W k(n−l) =
N−1∑
n=0

|Xn|2.

Полученная формула составляет содержание теоремы Парсеваля:

1

N

N−1∑

k=0

|xk|2 =
N−1∑
n=0

|Xn|2. (22)

Набор чисел Pn = |Xn|2 называется дискретным спектром мощности сигнала xk.
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4.5 Формы записи ДПФ

В литературе встречаются различные формы записи формул для ДПФ. Пер-
вая из возможных модификаций связана с размещением множителя 1/N :

X1
n =

N/2∑

n=−N/2

xkW
−kn
N ,

X2
n =

1√
N

N/2∑

n=−N/2

xkW
−kn
N ,

xk =
1

N

N/2∑

n=−N/2

X1
nW nk

N =
1√
N

N/2∑

n=−N/2

X2
nW nk

N .

Вторая модификация формул ДПФ связана со знаком экспоненты:

X3
n =

1

N

N/2∑

n=−N/2

xkW
kn
N ,

xk =

N/2∑

n=−N/2

X3
nW−nk

N .

Спектр X3
n по отношению к спектру Xn оказывается перевернутым.

Некоторые авторы иначе определяют поворачивающий множитель:

W ′
N = exp[−i(2π/N)].

Поскольку все описанные модификации могут встретиться в произвольном со-
четании, следует проявлять исключительную осторожность и в первую очередь
выяснять, какой формулой для ДПФ пользуется автор.

5 Быстрое преобразование Фурье

Быстрое преобразование Фурье (БПФ)22, представляет собой экономичный
способ вычисления прямого и обратного ДПФ23. В действительности мы получим
эффективный алгоритм вычисления последовательности

An =
N−1∑

k=0

akW
−nk
N . (∗)

Ясно, что если ak = xk, то Xn = An/N . В следующем пункте показано, что и
вычисление обратного ДПФ также сводится к вычислению последовательности
An.

22fast Fourier transform (FFT)
23Алгоритм принадлежит Кули и Тьюки (Cooley and Tukey)

38



Рабочая версия На правах рукописи

5.1 Вычисление обратного ДПФ

Проведем следующие очевидные преобразования формулы (∗):

An = a0W
0 + a1W

−n + . . . + aN−1W
−(N−1)n =

= a0W
0 + aN−1W

−(N−1)n + . . . + a1W
−n =

= a0W
0 + aN−1W

−NnW n + . . . + a1W
−NnW (N−1)n =

= a0W
0 + aN−1W

n + . . . + a1W
(N−1)n.

Из полученной формулы видно, что если

a0 = X0, aN−1 = X1, . . . a1 = XN−1

или

ak =

{
X0, k = 0,

XN−k, k > 0

то xk = Ak.
Таким образом если имеется программа, быстро вычисляющая по сигналу ak

последовательность An, то ее можно использовать для вычисления как прямого,
так и обратного дискретного преобразования Фурье.

5.2 Рекуррентная формула Ланцоша-Даниэльсона

Пусть N = 2M и a0
k = a2k и a1

k = a2k+1 при 0 6 k 6 M − 1. Тогда, учитывая,
что

W 2p
N = exp

(
i
2π

N
2p

)
= exp

(
i

2π

N/2
p

)
= W p

N/2 = W p
M ,

получим при 0 6 n < M

An =
M−1∑

k=0

a2kW
−n(2k)
N +

M−1∑

k=0

a2k+1W
−n(2k+1)
N =

=
M−1∑

k=0

a0
kW

−2nk
N + W−n

N

M−1∑

k=0

a1
kW

−2nk
N =

=
M−1∑

k=0

a0
kW

−nk
M + W−n

N

M−1∑

k=0

a1
kW

−nk
M = A0

n + W−n
N A1

n,

где

Aq
n =

M−1∑

k=0

aq
kW

−nk
M , q = 0, 1.

При M 6 n < N положим n = M + n′, где снова 0 6 n′ < M и тогда

W−n
N = W

−(M+n′)
N = W−M

N W−n′
N = −W−n′

N ,
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откуда следует равенство

An = AM+n′ = A0
M+n′ + W

−(M+n′)
N A1

M+n′ = A0
n′ −W−n′

N A1
n′ .

Окончательно имеем:

An =

{
A0

n + W−n
N A1

n, 0 6 n < M,

A0
n′ −W−n′

N A1
n′ , M 6 n < N

, (23)

где n′ = n−M . Последняя формула называется рекуррентной формулой Ланцоша-
Даниэльсона.

5.3 Схема БПФ

Если N = 2r, то применяя формулу (23) r раз, мы сведем вычисление ДПФ
N -точечной последовательности к вычислению N 1-точечных ДПФ. ДПФ 1-
точечной последовательности вычисляется тривиально: A0 = a0. Такая схема
вычисления ДПФ называется быстрым преобразованием Фурье (БПФ).

Оценим получаемый выигрыш в быстродействии. При непосредственном вы-
числении ДПФ N -точечной последовательности приходится производить O(N2)
умножений. Легко видеть, что при вычислении по схеме БПФ производится
r = log2 N шагов вычислений по формуле (23) и на каждом таком шаге произво-
дится N/2 умножений. Таким образом всего при вычислении БПФ производится
O(N log2 N) умножений и мы получаем выигрыш в эффективности в O(N/ log2 N)
раз. При N = 1024 = 210 БПФ приблизительно в 100 раз эффективнее прямого
вычисления ДПФ.

Заметим еще, что

WN/2 = exp

(
i

2π

N/2

)
= exp

(
2i

2π

N

)
= W 2

N .

Эта формула позволяет вычислять значения поворачивающих множителей WN

рекуррентно.
Несмотря на то, что мы достаточно подробно описали алгоритм БПФ, напи-

сать самостоятельно его нерекурсивную реализацию непросто. В то же время
рекурсивная версия алгоритма является результатом почти формальной трансля-
ции формулы (23) в нотацию используемого языка программирования. Рекурсив-
ная версия в среднем всего в два раза менее эффективна по сравнению с чисто
итеративным алгоритмом. Ниже мы приведем основные соображения, позволя-
ющие реализовать алгоритм БПФ в виде нерекурсивной программы и приведем
реализацию БПФ, используя в качестве языка программирования ANSI-C.

5.4 Двоичная инверсия

При вычислении ДПФ по описанной схеме БПФ на первом шаге исходная
последовательность ak разбивается на две последовательности вдвое меньшей
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длины — последовательность четных членов a0
k и последовательность нечетных

членов a1
k. На втором шаге аналогичному разбиению подвергается каждая из

последовательностей, полученных на первом шаге и получается уже 4 последо-
вательности: a00

k , a01
k , a10

k , a11
k . На j-м шаге каждая из 2j−1 исходных последова-

тельностей a
b1...bj−1

k разбивается на две — a
b1...bj−10
k и a

b1...bj−11
k и в результате по-

лучается 2j последовательностей a
b1...bj

k . Следующая таблица иллюстрирует этот
процесс в случае N = 8 = 23.

000 a0 a0 a0 a0 000
001 a1 a2 a4 a4 100
010 a2 a4 a2 a2 010
011 a3 a6 a6 a6 110
100 a4 a1 a1 a1 001
101 a5 a3 a5 a5 101
110 a6 a5 a3 a3 011
111 a7 a7 a7 a7 111

В первой и последней колонках приведена двоичная запись индекса соот-
ветствующего элемента до процесса разбиения исходной последовательности и
после проведения log2 N = 3 шагов разбиения. Легко заметить, что в результате
элемент ak оказался в позиции с номером, двоичная запись которого получа-
ется из двоичной записи числа k перестановкой цифр в обратном порядке. К
этому выводу легко прийти и в общем случае. Действительно, на j-м шаге в q-ю
(q = 0, 1) последовательность попадают элементы, в двоичной записи номе-
ра которых на j-м месте с конца стоит цифра q. Дальнейшее рассуждение
тривиально.

Описанная перестановка элементов последовательности называется двоичной
инверсией и является первым шагом программной реализации БПФ. Оказывает-
ся, что двоичная инверсия массива может быть выполнена с помощью следующе-
го эффективного рекуррентного алгоритма. Пусть R(m) — позиция, на которую
попадает в результате двоичной инверсии элемент с номером m (т.е. число, по-
лучающееся из m «переворачиванием» его двоичной записи). Ясно, что R(0) = 0.
Пусть известно значение R(m). Легко понять, что число R(m + 1) получается из
числа R(m) следующим образом: будем двигаться вдоль двоичной записи числа
R(m) слева направо, заменяя единицы нулями (т.е. вычитая числа n/2, n/4, . . . )
до первого нуля, который заменяется на единицу. Эта процедура фактически по-
вторяет алгоритм добавления единицы к числу, записанному в двоичной системе
счисления. Ниже приведена реализация описанного алгоритма.

void binrevers( double *a, int n ){
int i, j, k;

for( j = i = 0; i < n - 1; i++ ){
if( i < j ){

double t = a[j];
a[j] = a[i];
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a[i] = t;
}
for( k = n / 2; k <= j; k /= 2 )

j -= k;
j += k;

}
}

5.5 Реализация формул Ланцоша-Даниэльсона

Здесь мы приведем программную реализацию формул Ланцоша-Даниэльсона,
выполняющую все вычисления «на месте» т.е. без использования дополнительной
памяти — в процессе вычислений отсчеты дискретного спектра замещают отсче-
ты исходной последовательности. Функция base_fft() производит вычисление
последовательности An по формуле (23). Вещественная и мнимая части элемен-
тов последовательности ak помещаются в массивы x и y соответственно. После
возврата из функции в этих массивах располагаются вещественные и мнимые ча-
сти элементов последовательности Ak. В аргументе n передается длина массивов
x и y; в аргументе r нужно передать двоичный логарифм числа n.

void base_fft( double *x, double *y, int r, int n ){
double ur, ui, wr, wi, tr, ti, ur2;
int i, j, l, le1, le2, ip;

binrevers(x, n);
binrevers(y, n);
for( le2 = l = 1; l <= r; l++ ){

le1 = le2;
le2 *= 2;
ur = 1.0;
ui = 0.0;
wr = cos(M_PI / le1);
wi = -sin(M_PI / le1);
for( j = 0; j < le1; j++ ){

for( i = j; i < n; i += le2 ){
ip = i + le1;
tr = x[ip] * ur - y[ip] * ui;
ti = x[ip] * ui + y[ip] * ur;
x[ip] = x[i];
y[ip] = y[i];
x[i] += tr;
y[i] += ti;
x[ip] -= tr;
y[ip] -= ti;

}
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ur2 = ur * wr - ui * wi;
ui = ur * wi + ui * wr;
ur = ur2;

}
}

}

5.6 Программная реализация БПФ

Окончательная реализация алгоритма БПФ вычислениия ДПФ выглядит сле-
дующим образом.

void scale( double *a, int n ){
int i;

for( i = 0; i < n; i++ )
a[i] /= n;

}

void resort( double *a, int n ){
int i;

for( i = 1; i < n / 2; i++ ){
double t = a[i];
a[i] = a[n - i];
a[n - i] = t;

}
}

void cfft( double *a, double *b, int r, int n ){
scale(a, n);
scale(b, n);
base_fft(a, b, r, n);

}

void cifft( double *a, double *b, int r, int n ){
resort(a, n);
resort(b, n);
base_fft(a, b, r, n);

}

Функция cfft() производит вычисление прямого ДПФ, а функция cifft()
— обратное ДПФ. Списки аргументов у обеих функций совпадают как формаль-
но, так и по смыслу. Первые два аргумента — массивы, содержащие соответ-
ственно вещественную и мнимую части преобразуемого временного ряда. Длины
этих массивов должны совпадать и быть целой степенью числа 2. Аргумент n
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Рис. 2: Порядок отсчетов спектра

определяет длину обрабатываемых массивов; в аргументе r передается двоичный
логарифм числа n. После выполнения функций результат преобразования поме-
щается также в массивы a и b (a — вещественная часть, b — мнимая), затирая
их содержимое.

5.7 Порядок отсчетов

Для правильного использования процедуры БПФ совершенно необходимо яс-
но понимать, какие данные ожидаются на ее входе и какие результаты получа-
ются на выходе.

В результате применения БПФ к временному ряду xk получается набор ком-
плексных спектральных отсчетов Xn. Исходная последовательность считается
N -периодической:

xn+N = xn.

Последовательность отсчетов вычисленного спектра Xn также является N -
периодической:

Xn+N = Xn,

следовательно

XN−n = X−n. (24)

В результате применения процедуры БПФ мы получаем массив, содержащий от-
счеты периодического спектра Xn при 0 6 n < N . Из последней формулы следует,
что последние N/2 элементов спектра (при N/2 6 n 6 N − 1) соответствуют от-
рицательным частотам, причем в том порядке, в котором они расположены на
числовой оси.

Первые N/2 + 1 отсчетов с индексами 0 6 n 6 N/2 содержат спек-
тральные отсчеты для положительных частот. Отсчеты с индекса-
ми N/2 6 n 6 N −1 соответствуют отрицательным частотам n−N ,
пробегающим значения от −N/2 до −1.

Порядок отсчетов спектра может быть проиллюстрирован рисунком 2 и сле-
дующей таблицей:

X−N/2 . . . X−1 X0 X1 . . . XN/2

X0 X1 . . . XN/2 . . . XN−1

XN/2 . . . XN−1 X0 X1 . . . XN/2
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Если последовательность aj по смыслу задачи определена на симметричном
относительно нуля отрезке −N/2 < j 6 N/2, то перед применением процедуры
БПФ (прямого или обратного) следует доопределить ее на отрезок 0 6 j 6 N−1:

âj =

{
aj 0 6 j 6 N/2

aj−N N/2 < j 6 N − 1
.

Напротив, если в результате вычисления БПФ получена последовательность âj,
для которой естественной областью определения служит симметричнй отрезок,
то ее также следует доопределить на него по периодичности:

aj =

{
âN+j −N/2 < j < 0

âj 0 6 j 6 N/2
.

Отметим, что «симметричный относительно нуля» отрезок −N/2 < j 6 N/2 на
самом деле расположен относительно нуля не симметрично. Из N -периодичности
следует, что a−N/2 = aN/2, что обычно хорошо согласуется со смыслом последо-
вательности aj.

5.8 Сдвиг нуля

Иногда описанный в предыдущем разделе порядок отсчетов, получаемых при
БПФ оказывается весьма обременительным. При увеличении индекса от нуля мы
сначала проходим положительные частоты в порядке возрастания, а затем отри-
цательные, но уже в порядке убывания модуля. Добиться естественного порядка
расположения отсчетов спектра можно, используя описанную ниже процедуру
сдвига нуля. Такое преобразование особенно удобно, если спектр приходится
умножать на взвешивающее окно, заданное как функция частоты.

Образуем последовательность x̂k по правилу

x̂k = (−1)kxk.

Заметим, что
(−1)k = W

kN/2
N

и вычислим спектр X̂n сигнала x̂k:

X̂n =
N−1∑

k=0

x̂kW
−kn
N =

N−1∑

k=0

xkW
kN/2
N W−kn

N =
N−1∑

k=0

xkW
−k(n−N/2)
N = Xn−N/2.

Таким образом, спектр X̂n сигнала x̂k может быть получен из спектра Xn сиг-
нала xk с помощью сдвига вправо на N/2 единиц. При таком сдвиге на отрезок
0 6 n 6 N − 1 как раз приходится интервал −N/2 6 n − N/2 6 N/2 − 1 ис-
ходного спектра, причем в спектре X̂n отсчеты исходного спектра следуют в
естественном порядке. При увеличении индекса от нуля мы сначала проходим
отрицательные частоты в порядке убывания модуля, а затем положительные в
порядке его возрастания. Отсчет спектра X̂n при n = N/2 соответствует нулевой
частоте в спектре исходного сигнала, а отсчет при n = 0 соответствует частоте
Найквиста.
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5.9 БПФ вещественной последовательности

Описанная выше процедура БПФ принимает на вход вообще говоря комплекс-
ную последовательность xk и вычисляет комплексный спектр Xn. В большинстве
задач исходная последовательность xk оказывается вещественной и при непо-
средственном использовании процедуры БПФ попусту тратится вдвое больше
памяти, чем необходимо. Кроме того, получаемый спектр Xn обладает симметри-
ей:

XN−n = X∗
n

и при его вычислении лишнее время тратится на вычисление отсчетов, соот-
ветствующих отрицательным частотам. Здесь мы опишем эффективные методы
вычисления БПФ вещественных последовательностей.

Одновременное вычисление двух спектров

Пусть комплексная последовательность xk образована из двух вещественных
последовательностей yk и zk одинаковой длины N по правилу:

xk = yk + izk.

Пусть вычислены спектры Xn, Yn и Zn последовательностей xk, yk и zk соответ-
ственно. Буквой r на месте верхнего индекса будем обозначать вещественную
часть числа, а буквой i — мнимую. Например xr

k = re[xk] = yk и xi
k = im[xk] = zk.

Имеем:

Xn =
1

N

N−1∑

k=0

xkW
−kn =

1

N

N−1∑

k=0

(yk + izk)W
−kn =

=
1

N

N−1∑

k=0

ykW
−kn + i

1

N

N−1∑

k=0

zkW
−kn = Yn + iZn =

= Y r
n + iY i

n + i(Zr
n + iZi

n) = (Y r
n − Zi

n) + i(Y i
n + Zr

n),

откуда
Xr

n = Y r
n − Zi

n,

X i
n = Zr

n + Y i
n.

(∗)

Поскольку Yn и Zn — спектры вещественных последовательностей, то их веще-
ственные части симметричны, а мнимые антисимметричны т.е. выполнены равен-
ства:

Y r
n = Y r

N−n, Y i
n = −Y i

N−n,

Zr
n = Zr

N−n, Z i
n = −Zi

N−n

(∗∗)

при 1 6 n 6 N/2− 1. Из сравнения равенств (∗) и (∗∗) получаем:

Y r
n = (Xr

n + Xr
N−n)/2, Y i

n = (X i
n −X i

N−n)/2,

Zr
n = (X i

n + X i
N−n)/2, Z i

n = −(Xr
n −Xr

N−n)/2,
(A)
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также при 1 6 n 6 N/2− 1. Эти формулы легко обратить:

Xr
n = Y r

n − Zi
n, Xr

N−n = Y r
n + Zi

n,

X i
n = Y i

n + Zr
n, X i

N−n = Zr
n − Y i

n.
(A′)

Отметим, что для вещественной последовательности ak отсчеты спектра A0 и
AN/2 вещественны, поэтому

X0 = (Y r
0 − Zi

0) + i(Y i
0 + Zr

0) = Y r
0 + iZr

0 ,

XN/2 = (Y r
N/2 − Zi

N/2) + i(Y i
N/2 + Zr

N/2) = Y r
N/2 + iZr

N/2,

так что
Y r

0 = Xr
0 , Y r

N/2 = Xr
N/2,

Zr
0 = X i

0, Zr
N/2 = X i

N/2.
(B)

Формулы (A) и (B) позволяют провести одновременное вычисление спектров
двух вещественных последовательностей длины N путем вычисления БПФ од-
ной комплексной последовательности длины N . Формулы (A′) и (B) позволяют
выполнить одновременно два обратных БПФ по спектрам вещественных после-
довательностей. При этом используются только отсчеты спектров, соответству-
ющие положительным частотам т.е. значениям индекса 0 6 j 6 N/2. Таким
образом, каждый из спектров содержит N/2 + 1 отсчет. Для того, чтобы прово-
дить вычисление в рамках двух вещественных массивов длины N воспользуемся
тем, что в получаемых спектрах отсчеты с индексами 0 и N/2 вещественны и
поместим вещественную часть отсчета спектра с индексом N/2 на место мнимой
части отсчета с индексом 0. Ниже приведена реализация прямого и обратного
вещественного БПФ.

void rfft2( double *a, double *b, int r, int n ){
int j;
double xrj, xij, xrnj, xinj, xrn2, xin2;

cfft(a, b, r, n);
for( j = 1; j < n/2; j++ ){

xrj = a[j];
xij = b[j];
xrnj = a[n-j];
xinj = b[n-j];
a[j] = (xrj + xrnj)/2.0;
b[j] = (xij - xinj)/2.0;
a[n-j] = (xij + xinj)/2.0;
b[n-j] = (xrnj - xrj)/2.0;

}
xrn2 = a[n/2];
xin2 = b[n/2];
for( j = n/2+1; j < n; j++ ){
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a[j-1] = a[j];
b[j-1] = b[j];

}
a[n-1] = b[0];
b[n-1] = xin2;
b[0] = xrn2;

}

void rifft2( double *a, double *b, int r, int n ){
int j;
double zr0, zrn2, yrj, yij, zrj, zij;

zr0 = a[n-1];
zrn2 = b[n-1];
for( j = n-1; j >= n/2+1; j-- ){

a[j] = a[j-1];
b[j] = b[j-1];

}
a[n/2] = b[0];
b[n/2] = zrn2;
b[0] = zr0;
for( j = 1; j < n/2; j++ ){

yrj = a[j];
yij = b[j];
zrj = a[n-j];
zij = b[n-j];
a[j] = yrj - zij;
b[j] = yij + zrj;
a[n-j] = yrj + zij;
b[n-j] = zrj - yij;

}
cifft(a, b, r, n);

}

Функция rfft2() вычисляет спектр двух вещественных последовательно-
стей, расположенных в массивах a и b следующим образом:

j 0 1 . . . N − 1

aj y0 y1 . . . yN−1

bj z0 z1 . . . zN−1

После выполнения функции rfft2() отсчеты спектров оказываются располо-
женными в массивах a и b следующим образом:

j 0 1 . . . N/2− 1 N/2 . . . N − 2 N − 1

aj Y r
0 Y r

1 . . . Y r
N/2−1 Zr

N/2−1 . . . Zr
1 Zr

0

bj Y r
N/2 Y i

1 . . . Y i
N/2−1 Zi

N/2−1 . . . Zi
1 Zr

N/2
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Функция rifft2() ожидает, что исходные спектры будут размещены в массивах
a и b таким же образом, как в результате работы функции rfft2(). Результаты
работы функции rfft2() размещен так же как исходные данные для функции
rfft2().

Вычисление одного спектра

Задача эффективного вычисления спектра одной вещественной последова-
тельности с помощью рекуррентной формулы Ланцоша-Даниэльсона сводится
к разобранной в предыдущем пункте задаче.

Пусть дана вещественная последовательность xk при 0 6 k 6 N − 1. Спектр
Xn будем вычислять только для положительных частот т.е. при 0 6 n 6 N/2.
Образуем последовательности yk и zk при 0 6 k 6 N/2− 1 по правилу:

yk = x2k,

zk = x2k+1.

Пусть Yn и Zn — спектры последовательностей yk и zk соответственно. Выпишем
формулу Ланцоша-Даниэльсона применительно к спектрам:

Xn = (Yn + W−n
N Zn)/2

при 0 6 n 6 N/2 (при n = N/2 следует учесть, что YN/2 = Y0 и ZN/2 = Z0).
Последовательности yk, zk — вещественные и содержит по N/2 отсчетов,

поэтому спектры Yn и Zn содержат (для положительных частот) N/4 отсчетов.
Перепишем предыдущее выражение в эквивалентной форме:

Xn = (Yn + W−n
N Zn)/2,

XN/2−n = (YN/2−n + W
−(N/2−n)
N ZN/2−n)/2,

XN/4 = (YN/4 + W
−N/4
N ZN/4)/2

при 0 6 n 6 N/4 − 1. Учитывая, что YN/2−n = Y ∗
n , ZN/2−n = Z∗

n, W
−N/2
N = −1 и

W
−N/2
N = −i, имеем

Xn = (Yn + W−n
N Zn)/2,

XN/2−n = (Y ∗
n −W n

NZ∗
n)/2,

XN/4 = (YN/4 − iZN/4)/2.

Эти формулы тривиально обращаются:

Yn = Xn + X∗
N/2−n,

Zn = (Xn −X∗
N/2−n)W n

N ,

YN/4 = 2 re[XN/4],

ZN/4 = −2 im[XN/4].

Ниже приведены функции, реализующая полученные формулы.
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void rfft( double *a, double *b, int r, int n ){
int j;
double yrj, yij, zrj, zij, arg, cs, sn, yr0, yrn2, zr0, zrn2;

rfft2(a, b, r, n);
yr0 = a[0] / 2.0;
yrn2 = b[0] / 2.0;
zr0 = a[n-1] / 2.0;
zrn2 = b[n-1] / 2.0;
for( j = 1; j < n/2; j++ ){

yrj = a[j] / 2.0;
yij = b[j] / 2.0;
zrj = a[n-1-j] / 2.0;
zij = b[n-1-j] / 2.0;
arg = M_PI * j / n;
cs = cos(arg);
sn = sin(arg);
a[j] = yrj + cs * zrj + sn * zij;
b[j] = yij + cs * zij - sn * zrj;
a[n-1-j] = yrj - cs * zrj - sn * zij;
b[n-1-j] = -yij + cs * zij - sn * zrj;

}
for( j = n-1; j > n/2; j-- ){

a[j] = a[j-1];
b[j] = b[j-1];

}
a[n/2] = yrn2;
b[n/2] = -zrn2;
a[0] = yr0 + zr0;
b[0] = yr0 - zr0;

}

void rifft( double *a, double *b, int r, int n ){
int j;
double xrj, xij, xrnj, xinj, arg, cs, sn, xrn4, xin4, xr0, xrn2;

for( j = 1; j < n/2; j++ ){
xrj = a[j];
xij = b[j];
xrnj = a[n-j];
xinj = b[n-j];
a[j] = xrj + xrnj;
b[j] = xij - xinj;
arg = M_PI * j / n;
cs = cos(arg);
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sn = sin(arg);
a[n-j] = (xrj - xrnj) * cs - (xij + xinj) * sn;
b[n-j] = (xrj - xrnj) * sn + (xij + xinj) * cs;

}
xrn4 = a[n/2];
xin4 = b[n/2];
for( j = n/2; j < n-1; j++ ){

a[j] = a[j+1];
b[j] = b[j+1];

}
xr0 = a[0];
xrn2 = b[0];
a[0] = xr0 + xrn2;
a[n-1] = xr0 - xrn2;
b[0] = 2.0 * xrn4;
b[n-1] = -2.0 * xin4;
rifft2(a, b, r, n);

}

Функция rfft() вычисляет БПФ вещественной последовательности xk, за-
писанной в массивы a и b в следующем порядке:

j 0 1 . . . N/2− 1

aj x0 x2 . . . xN−2

bj x1 x3 . . . xN−1

Следует отметить, что параметр n и его двоичный логарифм r соответствуют
длинам массивов a и b. В результате получается спектр, записанный в массивы
a и b следующим образом:

j 0 1 . . . N/2− 1

aj Xr
0 Xr

1 . . . Xr
N/2−1

bj Xr
N/2 X i

1 . . . X i
N/2−1

Функция rifft() реализует обратное преобразование, принимая на вход
спектр, расположенный в массивах a и b описанным выше способом.

5.10 О реализациях БПФ

Описанная реализация алгоритма БПФ является вполне удовлетворительной
для большинства приложений. Ниже приведены некоторые полезные замечания,
касающиеся других известных реализаций алгоритма БПФ.

В нашей реализации использована схема БПФ, называемая алгоритмом с про-
реживанием по времени. Некоторые из известных реализаций БПФ используют
алгоритм с прореживанием по частоте. В деталях эти алгоритмы различаются,
но по всем остальным характеристикам совершенно эквивалентны.
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Программа, реализующая алгоритм БПФ часто последовательно обращает-
ся к элементам рабочих массивов, расположенным далеко друг от друга. Этот
факт указывает на то, что алгоритм БПФ предъявляет серьезные требования
к аппаратному кэшу (если массивы расположены в оперативной памяти) или к
виртуальной памяти (если данные не помещаются в оперативную память).

В первом случае алгоритм БПФ может быть существенно оптимизирован
при наличии априорных знаний об устройстве и размере кэша процессора. Яс-
но, что такой «оптимальный» алгоритм будет жестко ориентирован на кон-
кретный процессор. Известна реализация алгоритма БПФ (библиотека FFTW
{www.fftw.org}), которая «на лету» подстраивается под особенности кэша кон-
кретного процессора.

Если рабочие массивы не помещаются в оперативную память, то во всех
известных автору системах управнения виртуальной памятью эффективность ал-
горитма становится катастрофически низкой, поскольку бо́льшая часть времени
уходит на обмен страниц между оперативной памятью и диском. В [Numerical
Recipes, 1997] описана модификация алгоритма БПФ, оптимизированная для ра-
боты с данными, расположенными на внешнем носителе.

Мы описали модификацию алгоритма БПФ, ориентированную на работы с
вещественными данными, поскольку этот случай очень часто встречается на
практике. В [Numerical Recipes, 1997] можно найти аналогичный алгоритм для
двумерного БПФ.

6 Цифровые фильтры

Линейные системы представляют единственный достаточно широкий класс
систем обработки сигналов, допускающих полное аналитическое описание. К
счастью, не выходя за пределы линейных систем, можно строить интересные
и полезные системы обработки сигналов. В действительности в цифровой об-
работке сигналов обычно еще сильнее сужают класс рассматриваемых систем,
работая только с цифровыми фильтрами — линейными системами, инвариант-
ными к сдвигу. При исследовании цифровых фильтров наиболее адекватными
оказываются развитые нами спектральные методы.

Цифровые фильтры могут быть использованы, если необходимо выделить
некоторые спектральные составляющие наблюдаемого сигнала и задержать (от-
сеять) остальные частоты. Такая необходимость часто возникает при обработке
экспериментальных данных, когда в силу особенностей аппаратуры в наблюдае-
мых данных присутствуют спектральные составляющие, не несущие информации
о наблюдаемом процессе. Так, при использовании для регистрации сигнала ап-
паратуры, питающейся от бытовой осветительной сети переменного тока, в реги-
стрируемом сигнале будет присутствовать частота питающего напряжения (50 Гц
для Европы и 60 Гц для Америки) вне зависимости от качества экранирования
и заземления.
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6.1 Принцип суперпозиции

Определим понятие линейной системы. Пусть дискретный сигнал xk при
прохождении системы F преобразуется в дискретный сигнал yk = F [xk]. Если
для любых дискретных сигналов xk, yk и чисел α, β выполняется равенство
F [αxk + βyk] = αF [xk] + βF [yk], то систему F называют линейной.

Пусть теперь xk =
∑

j ajx
(j)
k и L — линейная система. Тогда

L[xk] = L

[∑
j

ajx
(j)
k

]
=

∑
j

L
[
ajx

(j)
k

]
=

∑
j

ajL
[
x

(j)
k

]
. (25)

Выписанное равенство носит название принципа суперпозиции.
Если x

(j)
k — базисные сигналы, т.е. любой сигнал (или любой интересую-

щий нас сигнал) можно представить в виде
∑

j ajx
(j)
k , и если известны реакции

y
(j)
k = L[x

(j)
k ] системы L на базисные сигналы, то задача определения реакции

системы на произвольный сигнал xk =
∑

j ajx
(j)
k решается тривиально с исполь-

зованием принципа суперпозиции: L[xk] =
∑

j ajy
(j)
k . Важен правильный выбор

набора базисных сигналов, но в случае линейных систем ответ известен — базис
Фурье в этом случае оптимален.

В частном случае спектральных разложений

xk =
∑

n

Xn exp(i2πnf0kτ)

нужно знать реакцию линейной системы на гармонический входной сигнал
L[exp(i2πnf0kτ)]. Эта задача решается в следующих разделах. Здесь мы пола-
гаем, что сигнал дискретизирован с интервалом τ = 1, так что максимальная
частота, присутствующая в спектре равна fmax = 1/2. Одновременно делается
предположение о конечности числа отсчетов N сигнала так что можно работать
с его периодическим продолжением и разложением в ряд Фуье при f0 = 1/N .
Иногда работают также с дискретным сигналом, определенным во всех точках
целочисленной сетки. В этом случае спектр X(f) оказывается заданной на всей
оси периодической функцией с периодом 1.
Пример. Рассмотрим формулу симметрического сглаживания сигнала по 3-м точ-
кам:

yk =
1

3
[xk−1 + xk + xk+1] .

Эта формула задает простую линейную систему. Ниже мы вернемся к этому
примеру и убедимся на нем в эффективности спектральных методов при иссле-
довании линейных систем.
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6.2 Импульсная характеристика

Получим общий вид преобразования, выполняемого линейной системой.
Пусть

δk =

{
1, k = 0,

0, k 6= 0
.

Тогда

δk−j =

{
1, k = j,

0, k 6= j
.

В этих обозначениях тривиально проверяется равенство

xk =
∑

j

xjδk−j

и, согласно принципу суперпозиции,

L [xk] =
∑

j

xjL [δk−j] .

Линейная система L называется линейной системой с постоянными пара-
метрами (ЛПП-системой), если для любого сигнала xk и любого целого j из
равенства L[xk] = yk следует равенство L[xk−j] = yk−j. Легко выяснить физиче-
ский смысл этого определения: если параметры системы постоянны во времени,
то реакция системы на сигнал xk−j, запаздывающий на j единиц времени по
сравнению с сигналом xk, также запаздывает на j единиц времени по сравнению
с yk. Последовательность hk = L[δk] называется импульсной характеристикой
(ИХ)) или импульсным откликом24 линейной системы с постоянными парамет-
рами. Следует заметить, что импульсная характеристика может быть полезна и
имеет смысл лишь в случае линейных систем с постоянными параметрами.

Принимая во внимание определение импульсной характеристики ЛПП-
системы и обозначая L[xk] через yk, перепишем последнее равенство в виде

yk =
∑

j

xjhk−j. (26)

Таким образом, знание ИХ ЛПП-системы позволяет определить ее реакцию
на произвольный сигнал и, следовательно, ИХ полностью характеризует ЛПП-
систему. Равенство (26) называется основным уравнением ЛПП-системы. Ли-
нейная система с постоянными параметрами называется цифровым фильтром
(ЦФ)25. Таким образом, цифровой фильтр может быть задан своей ИХ. Вслед-
ствие (26) задание ИХ является наиболее общим способом описания ЦФ.

24impulse response
25digital filter
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Пример. Рассмотренная выше формула сглаживания по 3-м точкам задает циф-
ровой фильтр с импульсной характеристикой

hk =





0, k < −1,

1/3, −1 6 k 6 1,

0, 1 < k

.

Этот фильтр называется симметрическим 3-точечным сглаживающим фильтром.
ЦФ называется физически реализуемым если hk = 0 при k < 0. ЦФ назы-

вается фильтром с задержкой отклика l (l > 0), если hk = 0 при k < −l.
Пусть отсчеты входного сигнала поступают последовательно так, что в момент
времени t известны лишь отсчеты xk при k 6 t. Реакция физически реализуемой
системы с задержкой отклика l в момент времени t зависит не более чем от l
будущих (k > t) значений входного сигнала. В этом случае отклик yk системы
может быть определен уже в момент времени k + l. Симметрический 3-точечный
сглаживающий фильтр является физически реализуемым с задержкой отклика
l = 1. Физически реализуемый ЦФ с задержкой отклика l называется фильтром
с конечной импульсной характеристикой или КИХ-фильтром26, если суще-
ствует m такое, что hk = 0 при k > m. В этом случае число l + m + 1 называется
порядком КИХ-фильтра.

Покажем, что для КИХ-фильтров уравнение (26) дает эффективный способ
практической реализации ЦФ с заданной ИХ. Произведя в (26) замену индекса
суммирования (s = k − j), получим:

yk =
∑

j

xk−jhj. (27)

В случае КИХ-фильтра в последней формуле суммирование оказывается конеч-
ным и она дает искомую реализацию ЦФ.

Вообще говоря, мыслимы ЦФ, имеющие бесконечную импульсную характе-
ристику (БИХ-фильтры)27. Иногда БИХ-фильтры также допускают эффектив-
ную алгоритмическую реализацию.
Пример. ЦФ, заданный формулой

yk =
k∑

j=0

xj,

является БИХ-фильтром, но допускает эффективную реализацию:

yk = yk−1 + xk.

Такое задание ЦФ называется рекурсивным.

26finite impulse response (FIR)
27infinite impulse response (IIR)
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6.3 Устойчивость цифровых фильтров

ЦФ называется устойчивым, если для любого ограниченного входного сиг-
нала его отклик также ограничен. Сигнал xk называют ограниченным, если су-
ществует постоянная M > 0 такая, что |xk| 6 M при всех k.

Теорема 6.1. ЦФ с импульсной характеристикой hk устойчив тогда и только
тогда, когда ряд ∑

j

|hj| (∗)

сходится.

Доказательство. 1. Пусть ЦФ устойчив. Докажем, что ряд (∗) сходится. Пред-
положим противное — ряд (∗) расходится. Пусть

xk =

{
1, h−k > 0,

−1, h−k < 0
.

Тогда
y0 =

∑
j

xjh−j =
∑

j

|hj|

и выходной сигнал yk не может быть ограничен константой.
2. Пусть ряд (∗) сходится. Покажем, что для любого ограниченного входного
сигнала xk 6 M выходной сигнал yk также ограничен. Это утверждение непо-
средственно следует из неравенства

|yk| =
∣∣∣∣∣
∑

j

xjhk−j

∣∣∣∣∣ 6
∑

j

|xjhk−j| 6 M
∑

j

|hj|.

Доказательство завершено.

Следствие 6.1. Любой КИХ-фильтр устойчив.

6.4 Частотная характеристика

Вернемся к вопросу о преобразовании гармонического входного сигнала циф-
ровым фильтром. Пусть xk = exp(i2πfk). Тогда

yk =
∑

j

hjxk−j =
∑

j

hj exp(i2πf(k − j)) = exp(i2πfk)

(∑
j

hj exp(−i2πfj)

)
.

Таким образом, при прохождении цифрового фильтра гармонический сигнал не
меняет своей природы, но его амплитуда умножается на число, зависящее лишь
от частоты гармоники.
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Число, на которое умножается амплитуда гармоники с частотой f при ее
прохождении через ЦФ, называется частотной характеристикой (ЧХ), или
передаточной функцией28 фильтра на частоте f и обозначается H(f):

H(f) =
∑

j

hj exp(−i2πfj). (28)

Вспоминая принцип суперпозиции, мы приходим к выводу, что амплитуда частот-
ной составляющей сигнала с частотой f при прохождении сигналом цифрового
фильтра умножается на число H(f).

Заметим, что из уравнения (28) сразу следует периодичность частотной ха-
рактеристики с периодом, равным единице:

H(f + 1) = H(f).

Пользуясь периодичностью, разложим функцию H(f) в ряд Фурье:

H(f) =
∑

n

Cn exp(i2πnf).

Сравнивая последнее выражение с (28), получим hk = C−k, но

Cn =

∫ 1/2

−1/2

H(f) exp(−i2πnf)df =

∫ 1/2

−1/2

H(f) exp(−i2πnf)df,

откуда

hk =

∫ 1/2

−1/2

H(f) exp(i2πkf)df. (29)

Таким образом импульсная характеристика, однозначно задающая ЦФ, может
быть получена из частотной характеристики путем преобразования (29). Отсюда
следует, что частотная характеристика также полностью определяет фильтр и,
следовательно, ЦФ может быть задан как посредством ИХ, так и через ЧХ.

Функция A(f) = |H(f)| называется амплитудной частотной характери-
стикой фильтра (АЧХ), а функция ϕ(f) = arg H(f) — его фазовой частотной
характеристикой (ФЧХ). В новых обозначениях

H(f) = A(f) exp(iϕ(f))

и, соответственно, гармоника xk = a exp(i2πfk) при прохождении фильтра пре-
вращается в

yk = (A(f)a) exp[i(2πfk + ϕ(f))].

Последнее выражение проясняет смысл АЧХ фильтра — значение АЧХ на неко-
торой частоте f ∗ определяет коэффициент ослабления (A(f ∗) < 1) или усиления
(A(f ∗) > 1) спектральных составляющих сигнала, соответствующих частоте f ∗.

28filter response function
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6.5 Системы с непрерывным временем

Развитая выше теория линейных систем обработки дискретных сигналов по-
чти дословно переносится на случай линейных систем с непрерывным временем.

Пусть сигнал x(t) при прохождении системы F преобразуется в сигнал y(t) =
F [x(·)](t). Если для любых сигналов x(t), y(t) и чисел α, β выполняется равенство
F [αx(·) + βy(·)](t) = αF [x(·)](t) + βF [y(·)](t), то систему F называют линейной.

Если сигнал x(t) представлен в виде линейной комбинации вида
∑

j ajx
(j)(t),

то выход L[x(·)] линейной системы L вычисляется с помощью принципа супер-
позиции:

L[x(·)](t) = L

[∑
j

ajx
(j)(·)

]
(t) =

∑
j

L
[
ajx

(j)(·)] (t) =
∑

j

ajL
[
x(j)(·)] (t).

Если любой интересующий нас сигнал x(t) можно представить в виде
∑

j ajx
(j)(t)

и если известны реакции y(j)(t) = L[x(j)(·)](t) системы L на сигналы x(j)(t),
то реакция системы на произвольный сигнал x(t) =

∑
j ajx

(j)(t) определяется
формулой L[x(·)](t) =

∑
j ajy

(j)(t).
Для систем с непрерывным временем действует интегральный принцип су-

перпозиции, являющийся расширением принципа суперпозиции, рассмотренного
выше. Пусть сигнал x(t) представлен в виде

(∗) x(t) =

∫ ∞

−∞
x(s)g(t, s)ds,

где g(·, ·) — некоторая функция двух переменных. Тогда

L[x(·)](t) = L

[∫ ∞

−∞
x(s)G(·, s)ds

]
(t) =

∫ ∞

−∞
x(s)L[g(·, s)](t)ds =

∫ ∞

−∞
x(s)G(t, s)ds,

где G(t, s) = L[g(·, s)](t). Обоснование интегрального принципа суперпозиции мо-
жет быть получено применением принципа суперпозиции к интегральной сумме
для интеграла, стоящего в правой части равенства (∗) с последующим предель-
ным переходом.

Применим интегральный принцип суперпозиции к представлению произволь-
ного сигнала x(t) в виде:

x(t) =

∫ ∞

−∞
x(s)δ(t− s)ds

(в этом случае g(t, s) = δ(t− s)). Имеем

L[x(·)](t) =

∫ ∞

−∞
x(s)L[δ(· − s)](t)ds

и G(t, s) = L[δ(· − s)](t). Здесь использована несколько необычная нотация; если
ввести обозначение δs(t) = δ(t− s), то это равенство можно переписать следую-
щим образом: G(t, s) = L[δs(·)](t).
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Как и в дискретном случае линейная система L называется ЛПП-системой
если для любого сигнала x(t) и любого числа s из равенства L[x(·)](t) = y(t)
следует равенство L[xs(·)](t) = L[x(· − s)](t) = y(t − s). Сохраняется и физи-
ческий смысл определения: если параметры системы постоянны во времени, то
реакция системы на сигнал x(t − s), запаздывающий на s единиц времени по
сравнению с сигналом x(t), также запаздывает на s единиц времени по сравне-
нию с y(t). Функция h(t) = L[δ(·)](t) называется импульсной характеристикой
ЛПП-системы. Таким образом, выход y(t) = L[x(·)](t) ЛПП-системы может быть
вычислен по формуле

y(t) =

∫ ∞

−∞
x(s)L[δ(·)](t− s)ds =

∫ ∞

−∞
x(s)h(t− s)ds.

Производя в интеграле замену переменной, получим эквивалентное равенство:

y(t) =

∫ ∞

−∞
h(s)x(t− s)ds.

Таким образом, как и в дискретном случае, знание ИХ ЛПП-системы с непре-
рывным временем позволяет определить ее реакцию на произвольный сигнал
и, следовательно, ИХ полностью характеризует ЛПП-систему. ЛПП-система с
непрерывным временем называется физически реализуемой если h(t) = 0 при
t < 0.

Рассмотрим теперь вопрос о преобразовании гармонического входного сигнала
ЛПП-системой с непрерывным временем. Пусть x(t) = exp(i2πft). Тогда

y(t) =

∫ ∞

−∞
h(s)x(t− s)ds =

∫ ∞

−∞
h(s) exp(i2πf(t− s))ds =

= exp(i2πft)

(∫ ∞

−∞
h(s) exp(−i2πfs)ds

)
.

Число, на которое умножается амплитуда гармоники с частотой f при ее прохо-
ждении через ЛПП-систему, называется ее частотной характеристикой на часто-
те f и обозначается H(f):

H(f) =

∫ ∞

−∞
h(s) exp(−i2πfs)ds.

Ясно, что импульсная характеристика может быть восстановлена по известной
частотной характеристике:

h(t) =

∫ ∞

−∞
H(f) exp(i2πft)df.

Таким образом, частотная характеристика как и импульсная характеристика пол-
ностью определяет ЛПП-систему. Амплитудная и фазовая частотные характери-
стики вводятся обычным способом:

H(f) = A(f) exp(iϕ(f)).

59



Рабочая версия На правах рукописи

Если входной и выходной сигналы вещественны, то тривиальным образом полу-
чается условие вещественности, накладываемое на частотную характеристику:

H(f)∗ = H(−f).

Условие устойчивости без существенных изменений переносится на случай
ЛПП-системы с непрерывным временем: такая система устойчива если интеграл

∫ ∞

−∞
|h(t)|dt

сходится.

7 Корреляционная теория

В этом разделе изложены основы корреляционной теории сигналов, позволя-
ющей распространить спектральные методы на недетерминированные сигналы.
При изложении корреляционной теории мы приводим необходимые сведения, от-
носящиеся к теории вероятностей, но от читателя требуется некоторая теоретико-
вероятностная культура.

7.1 Случайные процессы

Если для физического процесса существует принципиальная возможность
предсказания динамики на основе некоторых априорных знаний и данных про-
шлых наблюдений, то такой процесс и соответствующие ему сигналы называют
детерминированными. Часто приходится сталкиваться с ситуацией, когда каж-
дое наблюдение процесса дает свой уникальный сигнал, который не повторяет-
ся в точности при последующих наблюдениях и не может быть предсказан с
достаточной (лежащей в пределах ошибок измерения) точностью. Такие сигна-
лы и порождающие их процессы называют случайными или стохастическими.
Различие между наблюдаемыми сигналами может быть обусловлено наличием
ненаблюдаемого и изменяющегося от опыта к опыту внутреннего состояния по-
рождающей системы. Сигналы, с которыми приходится иметь дело на практике, в
той или иной мере носят случайный характер, поскольку при их регистрации все-
гда присутствуют некоторые случайные возмущения, обусловленные ошибками
измерения или внешними помехами. Случайные возмущения, присутствующие в
сигнале называются шумами.

Рассмотрим некоторый развивающийся во времени случайный процесс x(t). В
результате ξ-го опыта по наблюдению случайного процесса мы получаем некото-
рый конкретный сигнал xξ(t) или, как принято говорить, реализацию случайно-
го процесса. В различных экспериментах могут наблюдаться различные сигналы,
порожденные одним и тем же наблюдаемым случайным процессом. Для того что-
бы получить полное представление о случайном процессе x(t) нужно исходить из
свойств всей соответствующей ему совокупности реализаций {xξ(t)}. Таким об-
разом случайный процесс x(t) задается всей совокупностью (ансамблем) {xξ(t)}
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своих реализаций и фактически под случайным процессом x(t) понимается сово-
купность {xξ(t)} всех его реализаций.

Значение x(t0), принимаемое случайным процессом в заданный момент вре-
мени t0 есть непрерывная случайная величина, заданная своей плотностью рас-
пределения. Задание плотности распределения для случайной величины x(t0)
в каждый момент времени t0 не определяет полностью случайный процесс —
для этого нужно еще описать связь между значением величины x в различные
моменты времени. В рамках корреляционной теори эта задача решается путем
задания корреляционных зависимостей между значениями случайного процесса
в различные моменты времени.

7.2 Стационарные и эргодические процессы

Для обозначения операции взятия среднего значения мы используем угловые
скобки. В случаях, когда возможны раночтения, параметр, по которому произво-
дится усреднение, указывается на месте нижнего индекса сразу за закрывающей-
ся скобкой. Конкретный смысл операции усреднения всегда ясен из контекста.
Например, среднее значение T -периодической функции вычисляется по периоду:

〈x(t)〉t =
1

T

∫ T

0

x(s)ds.

Для непериодической функции то же среднее значение вычисляется путем пре-
дельного перехода:

〈x(t)〉t = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

x(t)dt.

Для временного ряда xk при 0 6 k 6 N −1 среднее значение есть просто среднее
значение отсчетов:

〈xk〉k =
1

N

N−1∑
j=0

xj.

Такая «полиморфность» операции усреднения очень удобна, поскольку позволяет
естественным образом обойти многие формальные математические трудности.

Математическим ожиданием случайного процесса x(t) в момент времени t
называется среднее значение процесса в этот момент времени, взятое по всем
его реализациям. Таким образом математическое ожидание процесса x(t) есть
функция времени mx(t) = 〈xξ(t)〉ξ. Среди случайных процессов выделяется класс
наиболее простых — стационарных случайных процессов (в отличие от бо-
лее сложных нестационарных процессов). Свойства стационарного случайного
процесса не зависят от времени и одинаковы в каждый его момент. Поэтому
и математическое ожидание значения такого процесса не зависит от времени:
mx(t) = const(t) = mx.

Для фиксированной реализации xξ(t) стационарного процесса вводится так-
же понятие среднего по времени: x̄ξ = 〈xξ(t)〉t. В общем случае среднее по
времени x̄ξ зависит от выбора реализации и оказывается различным для разных
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реализаций xξ(t). Для многих стационарных случайных процессов доказана эр-
годическая теорема: все статистические характеристики случайного процесса,
найденные усреднением по времени в пределах различных реализаций, совпа-
дают друг с другом и с соответствующими характеристиками, вычисленными
путем усреднения по ансамблю реализаций в произвольный момент времени.
Случайный процесс, для которого справедлива эргодическая теорема, называет-
ся эргодическим случайным процессом. Для эргодического случайного процес-
са усреднение по ансамблю реализаций в любой момент времени дает тот же
результат, что и усреднение по времени для любой его реализации и, в частно-
сти, x̄ξ = const(ξ) = x̄ = mx. По физическим соображениям обычно пользуются
эргодической гипотезой, состоящей в утверждении об эргодичности всех ста-
ционарных процессов. Учитывая это, для определения статистических свойств
стационарного процесса можно использовать одну его реализацию, наблюдаемую
на достаточно большом отрезке времени.

Среднее по ансамблю реализаций случайного процесса соответствует обра-
ботке результатов его многократных наблюдений. Среднее по времени внутри
одной реализации случайного процесса соответствует обработке результатов од-
нократного наблюдения т.е. обработке одной реализации случайного процесса на
достаточно большом интервале времени. Физический смысл эргодической гипо-
тезы состоит в том, что структура случайного процесса полностью проявляется
за время однократного достаточно длительного его наблюдения. Эргодичность
случайного процесса нарушается при наличии в нем нестационарных составляю-
щих, связанных с переходными процессами и в случае, когда поведение процесса
по сути нестационарно и зависит от времени.

7.3 Ковариация и коэффициент корреляции

Мерой стохастической связи двух случайных величин x и y является их
ковариация K[x, y], определяемая следующим соотношением:

K[x, y] = 〈(x−mx)(y −my)〉 ,
где mx = 〈x〉 и my = 〈y〉.

Таким образом, ковариация двух случайных величин принимает тем
большее значение, чем чаще встречается следующая ситуация: вели-
чина y−my принимает значения того же знака, что и x и тем большее
по абсолютному значению, чем больше значение величины |x−mx|.

Следовательно ковариация — суть мера линейной стохастической связи иссле-
дуемых случайных величин. Для независимых случайных величин x и y выпол-
няется равенство K[x, y] = 0

Легко заметить, что значение ковариации тем больше, чем выше дисперсия
каждой из случайных величин. В связи с этим на практике в качестве меры связи
двух случайных величин часто используется коэффициент корреляции r[x, y] =
K[x, y]/(σ[x]σ[y]). В курсе теории вероятностей доказывается неравенство −1 6
r[x, y] 6 1.
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Пусть случайная величина y образована по правилу

y = a + bx + n,

где n — некоторая случайная величина с нулевым средним значением (〈n〉 = 0),
имеющая смысл аддитивного шума. Введем обозначения: mx = 〈x〉, my = 〈y〉 =
a+bmx, σx = σ[x], σy = σ[y], σn = σ[n]. Пусть также случайные величины x и n —
статистически независимы: 〈(x−mx)n〉 = 0. Отметим, что y−my = b(x−mx)+n.
Вычислим ковариацию:

K[x, y] = 〈(x−mx)(y −my)〉 = 〈(x−mx){b(x−mx) + n}〉 =

=
〈
b(x−mx)

2
〉

+ 〈(x−mx)n〉 = bσ2
x

и коэффициент корреляции:

rxy = r[x, y] =
K[x, y]

σxσy

=
σx

σy

b.

Вычислим теперь дисперсию случайной величины y:

σ2
y =

〈
(y −my)

2
〉

=
〈
(b(x−mx) + n)2

〉
=

= b2
〈
(x−mx)

2
〉

+ 2b 〈(x−mx)n〉+
〈
n2

〉
= b2σ2

x + σ2
n.

В последнем выражении член σ2
x→y = b2σ2

x определяет вклад x в дисперсию y, а
σ2

n→y = σ2
n — вклад n в дисперсию y. Итак

σ2
x→y = b2σ2

x = r2
xyσ

2
y

и
σ2

n→y = σ2
n = σ2

y − b2σ2
x = σ2

y − r2
xyσ

2
y = (1− r2

xy)σ
2
y.

С учетом этих формул часто говорят, что величина r2
xy для двух статистически

линейно связанных случайных величин определяет долю линейно обусловленной
дисперсии, а дополнительная величина (1 − r2

xy) определяет долю дисперсии,
обусловленной шумом.

7.4 Корреляционные функции

В случае произвольных случайных процессов x(t) и y(t) их значения в раз-
личные моменты времени t1 и t2 вообще говоря зависимы. Определим корреля-
ционную связь между значением случайного процесса x(t) в момент времени t1
и значением случайного процесса y(t) в момент времени t2 как ковариацию29

соответствующих их значений:

Kxy(t1, t2) = K[x(t1), y(t2)].

29Здесь и далее мы считаем, что случайные процессы предварительно центрированы.
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Функция Kxy(t1, t2) называется взаимной корреляционной функцией или крос-
скорреляционной функцией (ККФ) случайных процессов x(t) и y(t). Можно изу-
чать также корреляционную связь между значениями одного процесса в различ-
ные моменты времени:

Kxx(t1, t2) = K[x(t1), x(t2)].

Функция Kxx(t1, t2) называется корреляционной функцией или автокорреля-
ционной функцией (АКФ) случайного процесса x(t). Все свойства и формулы,
справедливые для кросскорреляционной функции, справедливы и для автокор-
реляционной. Многие формулы мы будем выписывать только для кросскорреля-
ционной функции; соответствующий вариант для автокорреляционной функции
тривиально получается заменой случайного процесса y(t) на x(t).

В случае стационарных процессов корреляционные функции не зависит от
абсолютных значений моментов времени t1 и t2, а лишь от интервала времени
τ = t2 − t1, разделяющего моменты времени t1 и t2: Kxy(t1, t2) = Kxy(t2 − t1).
Формула для кросскорреляционной функции может быть переписана в виде:

Kxy(τ) = K[x(t), y(t + τ)].

В наиболее важном с практической точки зрения случае пары стационарных
эргодических случайных процессов усреднение можно производить по времени:

Kxy(τ) = 〈x(t)y(t + τ)〉 . (30)

В дальнейшем под кросскорреляционной функцией сигналов x(t) и y(t) будем по-
нимать (без выяснения стохастической природы сигнала) функцию Kxy(τ), опре-
деленную формулой (30).

Перечислим простейшие свойства корреляционных функций, которые прове-
ряются тривиально.

1. Автокорреляционная функция — четная функция:

Kxx(τ) = Kxx(−τ).

Для кросскорреляционной функции выполнено соотношение:

Kxy(−τ) = Kyx(τ).

2. Значение автокорреляционной функции при τ = 0 определяется дисперсией
сигнала:

Kxx(0) =
〈
x(t)2

〉
= σ2

x.

Это начальное значение Kxx(0) автокорреляционной функции является наи-
большим30:

Kxx(0) > |Kxx(τ)|.
30Это утверждение следует из очевидного равенства (x(t) ± x(t + τ))2 = x2(t) + x2(t + τ) ±

2x(t)x(t+τ). Найдя среднее значение обеих частей, получим соотношение 2Kxx(0)±2Kxx(τ) > 0,
откуда непосредственно следует искомое неравенство.
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3. Автокорреляционная функция случайного процесса с увеличением аргумен-
та затухает к нулю31:

Kxx(∞) = lim
τ→∞

Kxx(τ) = 0.

4. Автокорреляционная функция периодического сигнала сама является пери-
одической функцией с тем же периодом.

Докажем последнее утверждение. Если x(t) — периодическая функция с пе-
риодом T , то ее можно представить в виде ряда Фурье:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnf0t),

где f0 = 1/T . Тогда

Kxx(τ) =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(t)x(t + τ)dt =

=
1

T

∫ T/2

−T/2

∞∑
n=−∞

Cn exp(i2πnf0t)
∞∑

m=−∞
Cm exp(i2πmf0(t + τ))dt =

=
∞∑

n=−∞

∞∑
m=−∞

CnCm exp(i2πmf0τ)
1

T

∫ T/2

−T/2

exp(i2π(n + m)f0t)dt =

=
∞∑

n=−∞
CnC−n exp(i2πnf0τ) =

∞∑
n=−∞

|Cn|2 exp(i2πnf0τ).

Окончательно имеем

Kxx(τ) =
∞∑

n=−∞
|Cn|2 exp(i2πnf0τ). (31)

Следовательно, автокорреляционная функция периодической функции действи-
тельно оказывается периодической. Физический смысл этого свойства представ-
ляется очевидным: ясно, что в случае периодической функции значения, отстоя-
щие друг от друга по времени на промежуток, совпадающий с периодом проявля-
ют наибольшую скоррелированность; напротив временному промежутку, равному
половине периода соответствут наибольшая по модулю отрицательная корреля-
ция т.к. соответствующие значения функции изменяются в противофазе.

31Это утверждение может не иметь места для детерминированных процессов и для специ-
альных примеров случайных процессов, но для большинства реальных случайных процессов
значения в достаточно далекие друг от друга моменты времени очень слабо коррелируют. В этом
случае при τ →∞ значения x(t) и x(t + τ) становятся независимыми, поэтому

lim
τ→∞

Kxx(τ) = lim
τ→∞

〈x(t)x(t + τ)〉 = lim
τ→∞

〈x(t)〉 · 〈x(t + τ)〉 = (〈x〉)2 = 0.
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7.5 Спектральная плотность

Корреляционные функции дает информацию о поведении сигнала во времен-
ной области. Чтобы получить ту же информацию о сигнале в спектральной об-
ласти, к корреляционным функциям применяют преобразование Фурье. Полу-
чаемый спектр кросскорреляционной функции носит название взаимной спек-
тральной плотности:

Sxy(f) =

∫ ∞

−∞
Kxy(τ) exp(−i2πfτ)dτ. (32)

Аналогично определяется автоспектральная плотность Sxx(f), называемая также
спектральной плотностью процесса x(t). Учитывая четность автокорреляционной
функции, имеем:

Sxx(f) =

∫ ∞

−∞
Kxx(τ) cos(2πfτ)dτ = 2

∫ ∞

0

Kxx(τ) cos(2πfτ)dτ

Эта формула показывает, что автоспектральная плотность Sxx(f) сигнала са-
ма является четной вещественной функцией частоты:

Sxx(−f) = Sxx(f).

Обратно, кросскорреляционная функция выражается через взаимную спек-
тральную плотность с помощью интеграла Фурье:

Kxy(τ) =

∫ ∞

−∞
Sxy(f) exp(i2πfτ)df. (33)

Это равенство для автокорреляционной функции Kxx(τ) также может быть пере-
писано с учетом четности автоспектральной плотности Sxx(f):

Kxx(τ) =

∫ ∞

−∞
Sxx(f) cos(2πfτ)df = 2

∫ ∞

0

Sxx(f) cos(2πfτ)df.

Выясним физический смысл автоспектральной плотности. Полагая в послед-
нем равенстве τ = 0, получим:

Kxx(0) =

∫ ∞

−∞
Sxx(f)df,

но с другой стороны
Kxx(0) =

〈
x2(t)

〉
.

Если интерпретировать сигнал x(t) как ток в цепи с единичным сопротивлением,
то подынтегральное выражение x2(t)dt представляет энергию, выделяющуюся в
цепи за время dt, а весь интеграл определяет полную энергию, выделившуюся
в цепи. Таким образом величина Kxx(0) представляет собой полную мощность
процесса. Возвращаясь к первому уравнению, заметим, что оно определяет ту
же величину (полную мощность процесса) путем интегрирования спектральной
плотности в частотной области. Следовательно спектральная плотность опре-
деляет распределение мощности сигнала по частотам.
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7.6 Интерпретация АКФ

Рассмотрим основные примеры случайных процессов и соответствующие кор-
реляционный функции и спектральные плотности.

Гармонический сигнал

x(t) = A cos(2πf0t + ϕ)

можно рассматривать как случайный процесс, если начальную фазу ϕ считать
случайной величиной, равномерно распределенной на отрезке [0, 2π]. Это пред-
положение соответствует ситуации, когда момент начала наблюдения гармони-
ческого сигнала выбирается случайно. Вычисление автокорреляционной функ-
ции гармонического случайного процесса проще всего провести, непосредствен-
но усредняя произведение x(t)x(t + τ) по всем реализациям (реализации такого
процесса параметризованы начальной фазой ϕ):

Kxx(τ) = 〈xϕ(t)xϕ(t + τ)〉ϕ =

=
A2

2π

∫ 2π

0

cos(2πf0t + ϕ) cos(2πf0(t + τ) + ϕ)dϕ =
A2

2
cos(2πf0τ).

Автокорреляционная функция гармонического процесса есть косинусоида, раз-
мах колебаний которой совпадает с квадратом амплитуды гармонического про-
цесса. Колебания функции Kxx не затухают с увеличением временно́го сдвига
τ , поскольку в гармоническом процессе сколь угодно далеко от произвольного
момента времени присутствуют скоррелированные с ним отсчеты. Спектральная
плотность гармонического случайного процесса

Sxx(f) =
A2

4
[δ(f + f0) + δ(f − f0)]

показывает, что в этом случае вся мощность процесса сосредоточена на одной
частоте. Такая спектральная плотность никогда не реализуется на практике, но
служит хорошим приближением для многих периодических процессов.

Окрашенным шумом32 называется полосовой случайный процесс, спектраль-
ная плотность которого постоянна в полосе частот [f0 −∆f/2, f0 + ∆f/2]:

Sxx(f) =

{
A f0 −∆f/2 6 f 6 f0 + ∆f/2

0 else
.

Автокорреляционная функция окрашенного шума имеет вид:

Kxx(τ) =

∫ f0+∆f/2

f0−∆f/2

A exp(i2πfτ)df = A exp(i2πf0τ)∆f sinc(π∆fτ).

Корреляционные свойства окрашенного шума напрямую зависят от ширины за-
нимаемой им полосы частот. Для узкополосного процесса мощность равномерно

32colored noise
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распределена в узкой полосе частот, что делает случайный процесс похожим на
гармонический. Это сходство распространяется и на корреляционные свойства.
АКФ узкополосного окрашенного шума убывает медленно, поэтому близкие по
времени отсчеты скоррелированы, но их связь ослабевает с увеличением расстоя-
ния. Для шума с широкой полосой частот автокорреляционная функция убывает
быстро и даже близко расположенные отсчеты оказываются слабо скоррелиро-
ванными. Таким образом, факт равномерного распределения мощности процесса
по широкой полосе частот говорит о случайности процесса.

Розовым шумом33 называется случайный процесс, спектральная плотность
которого постоянна и сосредоточена в области низких частот34:

Sxx(f) =

{
A |f | 6 ∆

0 else
.

Автокорреляционная функция розового шума имеет вид:

Kxx(τ) =

∫ ∆f/2

∆f/2

A exp(i2πfτ)df = A∆f sinc(π∆fτ)

АКФ розового шума относительно быстро убывает и тем быстрее, чем шире зани-
маемая процессом полоса частот. Если полоса частот розового шума достаточно
широка, то даже близко расположенные отсчеты оказываются слабо скоррелиро-
ванными.

Предельным случаем розового шума при увеличении полосы частот являет-
ся белый шум35, спектральная плотность которого отлична от нуля и постоянна
на всех частотах36. Автокорреляционная функция белого шума пропорциональ-
на дельта-функции — даже очень близкие отсчеты белого шума абсолютно не
коррелированы. Чистый белый шум на практике никогда не наблюдается (даже
небольшая инерционность регистрирующего прибора проявляется как фильтра-
ция наблюдаемого сигнала и приводит к появлению корреляции соседних отсче-
тов). Обычно полоса частот любого случайного процесса естественным образом
ограничена по крайней мере полосой пропускания регистрирующей сигнал ап-
паратуры. В этом случае говорят о белом шуме, если спектральная плотность
постоянна и простирается на все частоты из рабочего диапазона частот. Такой
шум можно также считать широкополосным розовым шумом.

Естественной моделью идеального белого шума является последовательность
независимых случайных чисел37. Фильтруя такую последовательность, можно
получить розовый или произвольно окрашенный шум.

Вид автокорреляционной функции позволяет делать заключения о природе
сигнала. Периодической динамике соответствует периодическая незатухающая
корреляционная функция. Если АКФ колебательная и колебания затухают, то

33red noise
34Красный цвет находится в низкочастотной части спектра.
35white noise
36Как и у белого света.
37Выбор функции распределения существенно зависит от решаемой задачи.
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сигнал представляет собой узкополосный окрашенный шум. Быстрое неколеба-
тельное убывание АКФ к нулю свидетельствует о недетерминированности на-
блюдаемого процесса.

7.7 Интерпретация ККФ: идентификация трактов

Наиболее простая интерпретация взаимных корреляционных функций полу-
чается при рассмотрении задач, связанных с распространением сигнала. Под
распространением сигнала подразумевается прохождение сигналом пути от вхо-
да до выхода некоторой системы, связанное с затратой времени. Под системой
можно понимать как собственно систему обработки сигнала, так и просто один
из путей распространения сигнала (например аккустического) в среде. В зада-
чах, связанных с распространением сигнала систему обычно называют трактом.
Распространение сигнала называется бездисперсионным, если затрачиваемое на
распространение время не зависит от частоты сигнала.

Рассмотрим распространение сигнала по бездисперсионному тракту с задерж-
кой ∆t. В этом случае сигнал на выходе тракта имеет вид

y(t) = Hx(t−∆t),

где H — коэффициент ослабления сигнала в тракте. Пусть Kxx(τ) — автокорреля-
ционная функция входного сигнала. Вычислим кросскорреляционную функцию
Kxy(τ):

Kxy(τ) = 〈x(t)Hx(t−∆t + τ)〉 = HKxx(τ −∆t).

Таким образом, взаимная корреляционная функция с точностью до множителя
оказалась равна автокорреляционной функции Kxx(τ), сдвинутой по времени так,
что ее пик приходится на τ = ∆t.

Взаимная спектральная плотность Sxy(f) несет ту же информацию, что и
взаимная корреляционная функция Kxy(τ), но эта информация представлена в
ней в спектральной области. Вычислим взаимную спектральную плотность Sxy(f)
в случае распространения сигнала по бездисперсионному тракту:

Sxy(f) =

∫ ∞

−∞
HKxx(τ −∆t) exp(−i2πfτ)dτ = HSxx(f) exp(−i2πf∆t).

Время распространения ∆t вошло во взаимную спектральную плотность как ли-
нейный по частоте фазовый сдвиг

ϕ(f) = −2πf∆t.

Время распространения сигнала определяется как функция частоты:

∆t = −ϕ(f)

2πf
.

Ясно, что последняя формула уже не предполагает линейности функции ϕ(f) и
позволяет определять запаздывание ∆t(f) как функцию частоты для дисперсных
систем, в которых время распространения сигнала зависит от частоты.
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Приведенная интерпретация позволяет решать задачи, связанные с оценкой
скорости распространения сигнала. Особый интерес представляет случай, когда
сигнал распространяется по нескольким независимым бездисперсионным трактам
и наблюдается только суммарный отклик y(t):

y(t) =
M−1∑

k=0

Hkx(t−∆tk),

где Hk — коэффициент ослабления сигнала в k-м тракте, ∆t — время прохожде-
ния k-го такта. Легко вычислить кросскорреляционную функцию:

Kxy(τ) =
M−1∑

k=0

HkKxx(τ −∆tk)

Если запаздывания в трактах различаются достаточно сильно, то взаимная кор-
реляционная функция содержит набор пиков, положения которых определяют
время распространения сигнала по каждому из трактов.

7.8 Линейные системы

Рассмотрим фильтрацию сигнала x(t) линейной системой с импульсной ха-
рактеристикой h(t) и частотной характеристикой H(f):

y(t) =

∫ ∞

−∞
h(s)x(t− s)ds.

Пусть на вход такой системы подана реализация x(t) стационарного эргодиче-
ского случайного процесса. На выходе также будет получена реализация y(t)
стационарного случайного процесса.

Вычислим взаимную корреляционную функцию Kxy(τ) входного и выходного
процессов. Для этого сначала вычислим произведение x(t)y(t + τ):

x(t)y(t + τ) =

∫ ∞

−∞
h(p)x(t)x(t + τ − p)dp.

Усреднение по времени дает выражение для кросскорреляционной функции:

Kxy(τ) =

∫ ∞

−∞
h(p)Kxx(τ − p)dp.

Теперь появляется возможность получить выражение для взаимной спектральной
плотности процессов x(t) и y(t):

Sxy(f) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(p)Kxx(τ − p)dp exp(−i2πfτ)dτ =

=

∫ ∞

−∞
h(p)

∫ ∞

−∞
Kxx(τ − p) exp(−i2πfτ)dτdp.
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Проведем замену s = τ − p:

Sxy(f) =

∫ ∞

−∞
h(p)

∫ ∞

−∞
Kxx(s) exp(−i2πf(s + p))dsdp =

=

∫ ∞

−∞
h(p) exp(−i2πfp)dp

∫ ∞

−∞
Kxx(s) exp(−i2πfs)ds = H(f)Sxx(f).

Окончательно имеем:
Sxy(f) = H(f)Sxx(f).

Для того, чтобы получить аналогичные выражения для автокорреляцион-
ной функции Kyy(τ) и автоспектральных плотностей, вычислим произведение
y(t)y(t + τ):

y(t)y(t + τ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(p)h(q)x(t− p)x(t + τ − q)dpdq.

Усреднение по времени дает выражение для автокорреляционной функции вы-
ходного процесса:

Kyy(τ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(p)h(q)Kxx(τ + p− q)dpdq.

Полученная формула устанавливает связь между корреляционными функциями
входного и выходного процессов. Получим соответствующее выражение для ав-
тоспектральной плотности процесса y(t):

Syy(f) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(p)h(q)Kxx(τ + p− q)dpdq exp(−i2πfτ)dτ =

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(p)h(q)

∫ ∞

−∞
Kxx(τ + p− q) exp(−i2πfτ)dτdpdq.

Проведем замену s = τ + p− q:

Syy(f) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h(p)h(q)

∫ ∞

−∞
Kxx(s) exp(−i2πf(s− p + q))dsdpdq =

=

∫ ∞

−∞
h(p) exp(i2πfp)dp

∫ ∞

−∞
h(q) exp(−i2πfq)dq

∫ ∞

−∞
Kxx(s) exp(−i2πfs)ds =

= H(f)∗H(f)Sxx(f).

Окончательно имеем:
Syy(f) = |H(f)|2Sxx(f).

7.9 Теорема Винера-Хинчина

Из формулы (31) следует, что автокорреляционная функция периодической
функции оказывается периодической и ее коэффициенты Фурье суть элементы
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спектра мощности исходного сигнала. Таким образом, дискретный спектр авто-
корреляционной функции периодического сигнала несет ту же информацию, что
и спектр мощности сигнала. Покажем, что это замечание носит общий характер.

Пусть Xξ(f, T ) и Yξ(f, T ) — финитные спектры сужения реализаций xξ и
yξ на отрезок [−T/2, T/2]. Вычислим математическое ожидание произведения
спектров:

〈Xξ(f, T )∗Yξ(f, T )〉ξ =

=

〈∫ T/2

−T/2

xξ(t1) exp(i2πft1)dt1

∫ T/2

−T/2

yξ(t2) exp(−i2πft2)dt2

〉

ξ

=

=

∫ T/2

−T/2

∫ T/2

−T/2

〈xξ(t1)yξ(t2)〉ξ exp(−i2πf(t2 − t1))dt2dt1 =

=

∫ T/2

−T/2

∫ T/2

−T/2

Kxy(t2 − t1) exp(−i2πf(t2 − t1))dt2dt1.

Выполним в последнем равенстве замену τ = t2 − t1:

〈Xξ(f, T )∗Yξ(f, T )〉ξ =

∫ T/2

−T/2

∫ T/2−t2

−T/2−t2

Kxy(τ) exp(−i2πfτ)dτdt1.

Переходя к пределу при T →∞, имеем

Sxy(f) = lim
T→∞

1

T
〈Xξ(f, T )∗Yξ(f, T )〉ξ . (34)

Последняя формула и составляет содержание теоремы Винера-Хинчина.
Для автокорреляционной функции имеем:

Sxx(f) = lim
T→∞

1

T

〈|Xξ(f, T )|2〉
ξ
.

Это соотношение связывает спектр мощности реализации случайного процесса
с автоспектральной плотностью. В качестве приятной неожиданности из полу-
ченной формулы следует неотрицательность спектральной плотности при всех
частотах:

Sxx(f) > 0.

7.10 Усиление шума в фильтре

Пусть устойчивый фильтр задан своей импульсной характеристикой hk и на
его вход подается смесь полезного сигнала x∗k и шума εk:

xk = x∗k + εk.

Будем считать, что шум εk центрирован (т.е. 〈εk〉 = 0) и потребуем выполнения
следующего условия:

〈εiεj〉 =

{
σ2[ε], i = j,

0, i 6= j
. (∗)
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Таким образом мы считаем, что шум имеет конечную дисперсию σ2 и его значе-
ния в различные моменты времени некоррелированы.

Вычислим математическое ожидание отклика фильтра на зашумленный сиг-
нал:

〈yn〉 =
∑

k

hk(
〈
x∗n−k

〉
+ 〈εn−k〉) =

∑

k

hkx
∗
n−k = y∗n.

Таким образом математическое ожидание отклика фильтра на зашумленный сиг-
нал совпадает с выходом фильтра y∗k при отсутствии шума. Разность между ре-
альным выходом фильтра yk и выходом фильтра при отсутствии шумов y∗k назы-
вается шумом на выходе фильтра.

Вычислим дисперсию шума на выходе фильтра. Заметим, что

yn − 〈yn〉 =
∑

k

hkxn−k − y∗n =
∑

k

hk(x
∗
n−k + εn−k)− y∗n =

∑

k

hkεn−k

σ2[yn] =
〈
(yn − 〈yn〉)2

〉
=

=

〈(∑

k

hkεn−k

)2〉
=

〈(∑
i

hiεn−i

)(∑
j

hjεn−j

)〉
=

=

〈∑
i

∑
j

hihjεn−iεn−j

〉
=

∑
i

∑
j

hihj 〈εn−iεn−j〉 =

=
∑

k

h2
k

〈
ε2

i

〉
= σ2[ε]

∑

k

h2
k.

Таким образом, сумма квадратов элементов импульсной характеристики фильтра
есть коэффициент, на который умножается дисперсия шума при его прохождении
через фильтр. Этот коэффициент называется коэффициентом усиления шума в
фильтре.

8 Оконные преобразования

В этом разделе вводятся понятия мультипликативного и сглаживающего окна.
Изучается влияние на спектр операций умножения на мультипликативное окно
и свертки со сглаживающим окном. Полученные результаты позволяют оценить
влияние на спектр эффекта конечности времени наблюдения сигнала. Аппарат
мультипликативных и сглаживающих окон является одним из наиболее мощных
методов исследования эффектов в спектральной области.
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8.1 Теорема о свертке

Сверткой38 функций x(t) и y(t) (обозначается (x ◦ y)(t)) называется функция
z(t), определяемая равенством

z(t) = (x ◦ y)(t) =

∫ ∞

−∞
x(s)y(t− s)ds.

Замена переменной r = t− s позволяет легко убедиться в справедливости анало-
гичного равенства

z(t) = (x ◦ y)(t) =

∫ ∞

−∞
x(t− r)y(r)dr.

Таким образом, операция свертки коммутативна: x ◦ y = y ◦ x.
Вычислим преобразование Фурье свертки функций:

Z(f) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x(s)y(t− s)ds exp(−i2πft)dt =

=

∫ ∞

−∞
x(s) exp(−i2πfs)

∫ ∞

−∞
y(t− s) exp[−i2πf(t− s)]dtds =

=

∫ ∞

−∞
x(s) exp(−i2πfs)Y (f)ds = X(f)Y (f).

Таким образом, свертке во временной области соответствует умножение спек-
тров. Привлекая теорему двойственности можно сделать вывод, что при свертке
спектров в спектральной области во временной области происходит умножение
сигналов т.е. если Z(f) = X(f) ◦ Y (f), то z(t) = x(t)y(t). В операторных обозна-
чениях полученные результаты записываются следующим образом:

FT[x(t) ◦ y(t)] = X(f)Y (f),

FT−1[X(f) ◦ Y (f)] = x(t)y(t).

8.2 Мультипликативные и сглаживающие окна

Смысл операции свертки проще всего продемонстрировать, выбрав в качестве
одной из сворачиваемых функций прямоугольный импульс вида

yτ (t) =

{
1, |t| 6 τ/2

0, |t| > τ/2
.

В этом случае

zτ (t) = (x ◦ yτ )(t) =

∫ ∞

−∞
x(t− s)yτ (s)ds =

∫ τ/2

−τ/2

x(t− s)ds.

38convolution
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Таким образом, свертка zτ (t) представляет собой результат сглаживания исходно-
го сигнала x(t), поскольку значение сигнала zτ (t) в каждой точке с точностью до
множителя равно среднему значению сигнала x(t) на интервале (t− τ/2, t+ τ/2).

В случае, когда сглаживающее окно имеет более сложную форму, оно ин-
терпретируется как весовая функция, осуществляющая взвешенное усреднение
значений исходного сигнала. Обычно в качестве окна w(t) выбирается локали-
зованная вблизи нуля функция или достаточно быстро убывающая функция,
которую на практике можно считать локализованной. В этом случае при вычис-
лении значения свертки с окном в точке t производится взвешенное усреднение
значений сигнала в некоторой окрестности этой точки.

Рассмотренный пример демонстрирует ситуацию, характерную для сверты-
вающих окон. Хотя в теорему о свертке обе функции входят симметрично, на
практике теорема о свертке обычно применятеся в ситуации, когда функции,
участвующие в свертке, имеют разный физический смысл. Одну из участвующих
в свертке функций (например y(t)) обычно называют сглаживающим окном39.
В этом случае говорят, что к сигналу x(t) применена операция свертки со сгла-
живающим окном y(t) или что сигнал x(t) сглажен окном y(t)40.

В соответствии с теоремой о свертке, при сглаживании сигнала окном в спек-
тральной области происходит умножение спектра сигнала на спектр сглаживаю-
щего окна. В этом случае спектр сглаживающего окна называется мультиплика-
тивным окном в спектральной области. Вычислим спектр сглаживающего окна
yτ (t):

Yτ (f) =

∫ τ/2

−τ/2

exp(−i2πft)dt =
sin(πfτ)

πf
= τ sinc(πfτ).

Если операция свертки применяется в спектральной области, то говорят, что
сглаживание происходит с спектральной области или что спектр сглаживается
окном. При сглаживании спектра во временной области происходит умножение
сигнала на мультипликативное окно, спектр которого совпадает со сглаживаю-
щим окном в спектральной области.

8.3 Эффекты конечности времени наблюдения

Рассмотрим спектральные эффекты, возникающие вследствие того, что вре-
мя наблюдения сигнала конечно. Исходный сигнал x(t), определенный во все
моменты времени, мы наблюдаем на промежутке 0 6 t 6 T , называемом интер-
валом наблюдения. В результате такого наблюдения мы получим сигнал xT (t),
совпадающий с исходным сигналом x(t) на интервале наблюдения. Поскольку ин-
формация о значениях сигнала вне интервала наблюдения отсутствует, положим,
что xT (t) = 0 при t < 0 и t > T .

С точки зрения оконных преобразований ограниченность времени наблюдения

39window
40signal windowing
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Рис. 3: Сглаживающее окно |WT (f)| при T = 10

эквивалентна умножению исходного сигнала на мультипликативное окно вида

wT (t) =

{
1, 0 6 t 6 T

0, else
.

Таким образом, xT (t) = x(t)wT (t). В результате умножения сигнала на муль-
типликативное окно wT (t) в спектральной области происходит свертка спектра
X(f) сигнала со спектром WT (f) окна wT (t):

XT (f) = (X ◦WT )(f).

Вычислим спектр окна wT (t):

WT (f) =

∫ T

0

exp(−i2πft)dt =
sin(πfT )

πf
exp(−iπfT ) = T sinc(πfT ) exp(−iπfT ).

Спектр WT (f) в данном случае выполняет роль сглаживающего окна.
При T → ∞ окно WT (f) превращается в дельта-функцию Дирака, свертка

с которой не изменяет исходную функцию. При конечных значениях времени
наблюдения T происходит свертка с окном WT (f), которое тем лучше локализо-
вано, чем большее значение принимает T . Вообще говоря, желательно, чтобы в
результате ограничения времени наблюдения спектр менялся как можно меньше.
С этой точки зрения сглаживающее окно следует выбирать высоким и узким, но
такому сглаживающему окну соответствует широкое мультипликативное окно во
временной области и время наблюдения T становится большим. При использо-
вании малых T сглаживающее окно оказывается широким и сильно искажает
сигнал при свертке.

Итак, в результате ограничения времени наблюдения сигнала происходит
сглаживание спектра окном WT (f). Ясно, что на амплитудный спектр воздей-
ствует модуль окна WT (f). На рисунке 3 показана функция |WT (f)|. Часть графи-
ка сглаживающего окна, расположенная вблизи нуля (между двумя наименьши-
ми по модулю нулями функции WT (f)), называется основным лепестком окна.
Основной лепесток окна осуществляет сглаживание спектра за счет усреднения
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значений соседних спектральных отсчетов. Ширина основного лепестка опреде-
ляет полосу частот, на которой происходит сглаживание спектральных отсчетов.

Пульсации функции |WT (f)| по обе стороны от основного лепестка называют
боковыми лепестками. Боковые лепестки являются причиной т.н. эффекта про-
сачивания41, в результате которого каждая спектральная составляющая «загряз-
няется» соседними составляющими. Просачивание приводит к существенному
искажению спектра, особенно в случае узкополосного или гармонического про-
цесса. В этом случае просачивание проявляется как появление в спектре ложных
высокочастотных составляющих (обычно говорят о «задирании» высокочастот-
ной части спектра).

8.4 Окно Ханна

Высокие боковые лепестки сглаживающего окна, соответствующего прямо-
угольному мультипликативному окну, обусловлены тем, что окно во временной
области является разрывной функцией. Модуль спектра разрывной функции убы-
вает линейно при увеличении частоты. Для ослабления боковых лепестков сле-
дует сделать окно непрерывным, а еще лучше гладким. Обычно при заданном
T стараются так выбрать форму окна WT (f), чтобы минимизировать амплитуду
боковых лепестков, часто жертвуя при этом узостью окна и расширяя основной
лепесток. На практике в качестве удовлетворительного мультипликативного окна
wT можно использовать практически произвольную неотрицательную функцию,
имеющую единственный максимум в нуле и убывающую до нуля при возрастании
аргумента до T .

Прямоугольное временное окно кажется нам естественным только по при-
вычке. Использование гладких временных окон обеспечивает постепенный вход
сигнала в интервал наблюдения и выход из нее. Фактически подобным приемом
пользуются диджеи, когда постепенно увеличивают громкость одного из каналов
микшера при переходе от речи к музыке.

Наибольшей популярностью пользуется окно Ханна42:

gT (t) =
1

2

(
1− cos

2πt

T

)
, 0 6 t 6 T.

Введем обозначение f1 = 1/T и перепишем эту формулу в виде, пригодном для
вычисления при произвольных значениях времени:

gT (t) = (1/2)[1− cos(2πf1t)]wT (t).

Замечая, что
cos(2πf1t) = (1/2)[exp(i2πf1t) + exp(−i2πf1t)]

и используя теорему о свертке, мы можем сразу выписать формулу для спектра
окна Ханна:

GT (f) = [(1/2)δ(f)− (1/4)δ(f − f1)− (1/4)δ(f + f1)] ◦WT (f).

41leakage
42Hann window
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Рис. 4: Сглаживающее окно |GT (f)| при T = 10

В последней формуле результат свертки может быть вычислен в явном виде:

GT (f) = (1/2)WT (f)− (1/4)WT (f − f1)− (1/4)WT (f + f1).

На рисунке 4 приведен график функции |GT (f)| при T = 10. Легко заме-
тить, что при одинаковых T основной лепесток окна Ханна вдвое шире, чем в
случае прямоугольного окна, но боковые лепестки имеют значительно меньшую
амплитуду.

8.5 Теорема о локализации сигнала и спектра

Аппарат оконных преобразований позволяет доказать фундаментальную тео-
рему о невозможности одновременно локализовать сигнал и его спектр. Ниже
сформулирована теорема и приведено рассуждение, демонстрирующее основную
идею ее доказательства. Строгое доказательство требует привлечения более тон-
кой аналитической техники и выходит за рамки книги.

Теорема 8.1. Отличный от нуля локализованный сигнал имеет спектр с
неограниченным носителем. Обратно, только сигнал с неограниченным но-
сителем может иметь локализованный спектр.

Доказательство. Без ограничения общности положим, что сигнал x(t) лока-
лизован на отрезке [−T/2, T/2]. Тогда сигнал x(t) инвариантен относительно
операции умножения на мультипликативное окно wT (t):

xT (t) = x(t),

где xT (t) = x(t)wT (t), поскольку во всех точках, где wT (t) = 0 выполнено ра-
венство x(t) = 0. Но в спектральной области операции умножения на мульти-
пликативное окно wT (t) соответствует свертка со сглаживающим окном вида
WT (f) = T sinc(πfT ):

XT (f) = (X ◦WT )(f).

Из первого равенства следует, что

XT (f) = X(f),
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следовательно
(X ◦WT )(f) = X(f).

Таким образом, спектр локализованного сигнала инвариантен относительно опе-
рации свертки с функцией WT (f).

Предположим, что спектр локализованного сигнала сам оказался локализо-
ванным. Но для любой локализованной функции X(f) свертка (X◦WT )(f) оказы-
вается функцией с неограниченным носителем43. Следовательно спектр локали-
зованного сигнала не может быть инвариантен относительно операции свертки
с функцией WT (f). Полученное противоречие доказывает первое утверждение
теоремы. Второе утверждение теоремы доказывается совершенно аналогично.

8.6 Теорема о дискретной циклической свертке

Теорема о дискретной циклической свертке позволяет использовать метод
окон применительно к ДПФ.

Дискретной циклической сверткой временны́х рядов {xk}N−1
k=0 и {yk}N−1

k=0 на-
зывается временно́й ряд zk, определенный формулой

zk =
1

N

N−1∑
j=0

xjyk−j.

В правой части формулы последовательности xk и yk считаются N -
периодическими. Легко показать, что свертка коммутативна т.е. что

zk =
1

N

N−1∑
j=0

xjyk−j =
1

N

N−1∑
j=0

xk−jyj.

Вычислим дискретную циклическую свертку zk временны́х рядов xk и yk,
представленных своими дискретными спектрами Xn и Yn:

zk =
1

N

N−1∑
j=0

xjyk−j =
1

N

N−1∑
j=0

N−1∑
n=0

XnW jn
N

N−1∑
m=0

YmW
(k−j)m
N =

=
N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

XnYmW km
N

1

N

N−1∑
j=0

W
j(n−m)
N =

N−1∑
m=0

XmYmW km
N ,

откуда сразу следует, что дискретный спектр Zn циклической свертки zk опреде-
ляется формулой:

Zn = XnYn.

43Это — почти очевидное, но довольно тонкое утверждение, строгое доказательство которого
далеко выходит за рамки книги. Читатель с хорошей математической подготовкой может попы-
таться доказать это утверждение самостоятельно.
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Рассмотрим теперь операцию свертки в спектральной области. Свертка спек-
тров определяется формулой:

Zn =
1

N

N−1∑
j=0

XjYn−j =
1

N

N−1∑
j=0

Xn−jYj.

В этом случае имеем:

Zn =
1

N

N−1∑
j=0

XjYn−j =
1

N

N−1∑
j=0

N−1∑
p=0

xpW
−pj
N

N−1∑
q=0

yqW
−q(n−j)
N =

=
N−1∑
p=0

N−1∑
q=0

xpyqW
−qn
N

1

N

N−1∑
j=0

W
−j(p−q)
N =

N−1∑
p=0

xpyqW
−pn
N ,

откуда
zk = xkyk.

8.7 Свертка в спектральной области

Свертка последовательностей — одна из наиболее фундаментальных операций
в цифровой обработке сигналов. Свертка обычно интерпретируется как фильтра-
ция сигнала: одна из сворачиваемых последовательностей представляет ИХ hk

фильтра, другая же — обрабатываемый сигнал xk.
Пусть ИХ hk принимает ненулевые значения при −L1 6 k 6 L2 и L = L1+L2+

1 — порядок фильтра. В случае симметричного фильтра L1 = L2 и L = 2L2 + 1, а
для асимметричного L1 = 0 и L = L2+1. Пусть исходный сигнал xk определен при
0 6 k 6 N−1. Обычно длина временного ряда N значительно превосходит длину
импульсной характеристики L. Результат фильтрации yk определяется формулой:

yk =

L2∑
j=−L1

hjxk−j (∗)

при 0 6 k 6 N − 1. Здесь мы теряем несколько ненулевых значений последова-
тельности yk при k < 0 и при k > N − 1. Обычно это не приводит к проблемам,
поскольку естественно считать, что результат фильтрации имеет ту же длину,
что и фильтруемая последовательность.

Эффективная реализация вычислений по формуле (∗) связана с переходом в
спектральную область. При этом основным инструментом становится теорема о
дискретной циклической свертке. Пусть ĥk и x̂k — N -периодические продолжения
последовательностей hk и xk соответственно. Тогда

Ŷn = ĤnX̂n.

Полученная последовательность ŷk окажется результатом циклической свертки
N -периодических последовательностей ĥk и x̂k. В результате будет наблюдаться
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эффект затягивания: на границах области задания последовательности ŷk ее
отсчеты будут сильно отличаться от yk. Для борьбы с затягиванием достаточно
доопределить последовательность xk нулями справа на отрезок, длина которого
совпадает с наибольшим из чисел L1 и L2. При этом последовательности ĥk и x̂k

становятся N ′-периодическими, где

N ′ = N + max(L1, L2).

Отметим, что N ′-периодическое продолжение последовательности hk на отрезок
[0, N ′ − 1] осуществляется следующим образом:

k 0 . . . L2 L2 + 1 . . . N ′ − L1 − 1 N ′ − L1 . . . N ′ − 1

ĥk h0 . . . hL2 0 . . . 0 h−L1 . . . h−1

Реализация дискретной циклической свертки в спектральной области оказы-
вается весьма эффективной: переход в спектральную область осуществляется с
помошью алгоритма БПФ, в спектральной области производится почленное пе-
ремножение отсчетов спектров, затем с помощью алгоритма обратного БПФ про-
изводится переход во временну́ю область. При использовании алгоритма БПФ
общее число умножений уменьшается до O(N log N) по сравнению с N2 при
прямом вычислении свертки. Поскольку переход в спектральную область произ-
водится с помощью БПФ, то необходимо еще дополнить исходный сигнал нулями
так, чтобы его длина стала целой степенью двойки.

8.8 Секционирование свертки

При фильтрации длины последовательностей xk и hk существенно различ-
ны — обрабатываемый сигнал может быть представлен сколь угодно длинной
последовательностью, тогда как импульсная характеристика имеет фиксирован-
ную и, как правило, небольшую длину. В противоположность этому, алгоритм,
реализующий циклическую свертку в спектральной области предполагает, что
сворачиваемые последовательности имеют однаковую длину. Решение проблемы
состоит в доопределении ИХ нулями так, чтобы ее длина формально совпала с
длиной фильтруемого сигнала (имеется в виду длина фильтруемого сигнала вме-
сте с добавленными нулями). Если импульсная характеристика имеет ненулевые
отсчеты при отрицательных значениях индекса, то после дополнения ее нуля-
ми следует доопределить полученную последовательность по периодичности на
отрезок задания сигнала. При этом отсчеты ИХ, соответствующие отрицатель-
ным значениям индекса окажутся расположенными у правой границы массива
отсчетов.

Описанная выше схема вычисления свертки обладает существенным недостат-
ком: при выполнении свертки сигнала, представленного большим количеством
отсчетов с относительно короткой ИХ она приводит к большим и бесполезным
расходам памяти. Свертку временного ряда произвольной длины с относительно
короткой ИХ эффективно реализует описанный ниже алгоритм секционирова-
ния свертки.
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Пусть задана L-точечная ИХ hk и фильтруемая последовательность xk. Выде-
лим из последовательности xk кадр x̄k длины N > L и вычислим свертку

yk =
N−1∑
j=0

h̄jx̄k−j,

где h̄k — результат дополнения импульсной характеристики hk справа N − L
нулями. Вычислим спектры Xn и Hn полученных последовательностей и спектр

Yn = HnXn.

Обратное преобразование спектра Yn во временну́ю область даст последователь-
ность ŷk, для которой

ŷk =
N−1∑
j=0

ĥjx̂k−j,

где ĥk и x̂k — периодические продолжения последовательностей h̄k и x̄k соответ-
ственно. Для последовательности ŷk справедливо равенство:

ŷk =
k∑

j=0

ĥjx̂k−j +
N−1∑

j=k+1

ĥjx̂k−j.

При k > L вторая сумма равна нулю, поскольку ĥj = 0 при j > L и

ŷk =
k∑

j=0

ĥjx̂k−j =
N−1∑
j=0

h̄jx̄k−j.

9 Синтез цифровых фильтров

В разделе описаны методы синтеза цифровых фильтров с наперед заданными
спектральными свойствами. Рассмотрен вопрос о переходе от БИХ-фильтра к
КИХ-фильтру с заданной длиной импульсной характеристики.

9.1 Основные формулы

Фильтр может быть задан как импульсной характеристикой hj, так и частот-
ной характеристикой H(f). Эти формы задания эквивалентны:

H(f) =
∑

j

hj exp(−i2πfj), (35)

hk =

∫ 1/2

−1/2

H(f) exp(i2πkf)df. (36)
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Если

H(f) = A(f) exp(iϕ(f)), (37)

то гармоника xk = a exp(i2πfk) при прохождении фильтра превращается в гар-
монику

yk = (A(f)a) exp[i(2πfk + ϕ(f))]. (38)

9.2 Задание АЧХ фильтра

В общем случае отсутствуют эмпирические соображения, позволяющие непо-
средственно задавать импульсную характеристику ЦФ. С другой стороны, ча-
стотная характеристика, записанная в виде (37) имеет простой физический
смысл. Значение амплитудной частотной характеристики A(f) есть коэффици-
ент, на который умножается амплитуда гармоники с частотой f при прохождении
фильтра (см. (38)).

Физический смысл АЧХ ЦФ используется при задании ЦФ из эмпириче-
ских соображений. Если задачу обработки сигналов можно сформулировать в
терминах фильтрации (непропускания, отсеивания) отдельных спектральных со-
ставляющих сигнала, то она сводится к построению ЦФ с заданной АЧХ. В каче-
стве целевой АЧХ обычно выбирают (по смыслу задачи) некоторую ступенчатую
функцию, принимающую значения 0 и 1. Отрезки, на которых АЧХ принимает
единичное значение называют полосами пропускания. Наиболее часто встреча-
ются задачи, сводящиеся к построению ЦФ с АЧХ одного из перечисленных
ниже типов. Фильтр низких частот (ФНЧ)44 имеет полосу пропускания [0, f ∗].
К задаче построения ФНЧ сводятся задачи сглаживания данных и фильтрации
шумов. Фильтр высоких частот (ФВЧ)45 имеет полосу пропускания [f ∗, 1/2].
У полосового фильтра46 полоса пропускания — [f ∗, f ∗∗], у режекторного47 —
[0, f ∗] и [f ∗∗, 1/2].

Сделаем важное для практических вычислений замечание. Задавая дискрети-
зацию гармоники x(t) = exp(i2πft) в виде xk = exp(i2πfk), мы фактически счи-
таем, что xk = x(kτ) = x(k) и что τ = 1. В этом случае говорят о безразмерном
времени и, соответственно, безразмерная частота гармоники может выбираться
из диапазона [0, 1/2]. В общем случае интервал дискретизации τ определяет диа-
пазон частот [0, 1/2τ ], присутствующих в дискретном сигнале. Фильтры обычно
расчитывают, работая с безразмерной частотой. Переход к размерной частоте fτ

производится по формуле
fτ = f/τ.

Например, если при измерении сигнала регистрируется 10 отсчетов в секунду, то
τ = 0.1 с, и fmax = 5 Гц. Если нужно расчитать полосовой фильтр, пропускающий
частоты из диапазона [1, 4] Гц, то в безразмерных частотах мы получаем интервал
пропускания [0.1, 0.4].

44low-pass filter
45high-pass filter
46band-pass filter
47notch filter
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9.3 Условие вещественности

Обычно входной сигнал фильтра полагают вещественным и желают полу-
чить на выходе фильтра также вещественный сигнал. Условие вещественности
отклика фильтра на любой вещественный сигнал эквивалентно вещественности
импульсной характеристики ЦФ. Сформулируем аналогичное условие в терминах
частотных характеристик. Вещественность ИХ hk эквивалентна условию h∗k = hk.
Тогда

H(f)∗ =
(∑

hj exp(−i2πfj)
)∗

=
∑

hj exp(i2πfj) = H(−f)

и, с другой стороны, если H(f)∗ = H(−f), то

h∗k =

∫ 1/2

−1/2

H(f)∗ exp(−i2πkf)df =

∫ 1/2

−1/2

H(−f) exp(−i2πkf)df = hk.

Таким образом условие вещественности ЦФ эквивалентно условию H(−f) =
H(f)∗. В терминах АЧХ и ФЧХ условие вещественности ЦФ эквивалентно тому,
что АЧХ — четная функция, а ФЧХ — нечетная:

A(−f) = A(f),

ϕ(−f) = −ϕ(f).

Поэтому АЧХ традиционно задают на отрезке [0, 1/2] с подразумеваемым про-
должением на отрезок [−1/2, 1/2] по четности.

9.4 Задание ФЧХ фильтра

Сформулируем теперь некоторые условия, накладываемые на ФЧХ фильтра.
Перепишем формулу (38) в следующем виде:

yk = [A(f)a] exp

[
i2πf

(
k +

ϕ(f)

2πf

)]
.

Пусть теперь ϕ(f) = −α2πf (это нечетная функция так что условие веществен-
ности выполнено). Тогда

yk = [A(f)a] exp[i2πf(k − α)].

Таким образом, если ФЧХ — линейная функция частоты, то фильтр имеет оди-
наковую задержку для всех гармоник и не искажает форму сигнала со спектром,
расположенным в полосе пропускания. Такие фильтры называют фильтрами с
линейной фазой.

Оказывается, что в случае КИХ-фильтров нельзя выбирать в качестве α про-
извольное число. Мы должны удовлетворить равенству

H(f) =
∑

hj exp(−i2πfj) = A(f) exp(iϕ(f)) = A(f) exp(−i2πfα)
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или, что эквивалентно, системе

A(f) cos 2πfα =
∑

hj cos 2πfj

A(f) sin 2πfα =
∑

hj sin 2πfj.

Пусть сначала α = 0. Тогда имеем

A(f) =
∑

hj cos 2πfj

0 =
∑

hj sin 2πfj

и из второго равенства с необходимостью получаем h−j = hj. Этот случай соот-
ветствует симметричному фильтру. Вообще симметричные фильтры всегда веще-
ственны и обладают лишь одним недостатком — при заданном порядке, равном
2n + 1, они имеют задержку отклика, равную n. Симметричные фильтры назы-
вают также фильтрами с нулевой фазой.

Среди несимметричных фильтров мы будем рассматривать только один край-
ний случай — случай нулевой задержки отклика: hj = 0 при j < 0 (такой фильтр
иногда называют асимметричным). Если нужно сделать задержку отклика ну-
левой, то уже ясно, что мы получим ненулевое α (единственный такой фильтр
с α = 0 соответствует неинтересному случаю h0 6= 0, hj = 0 при всех j 6= 0).
Подставив второе уравнение системы в первое, получим

∑
hj cos 2πfj sin 2πfα =

∑
hj sin 2πfj cos 2πfα

или, что эквивалентно ∑
hj sin [2πf(α− j)] = 0.

Легко видеть, что при числе членов, равном n для выполнения этого условия
следует выбрать

α = (n− 1)/2,

hj = hn−j−1,

где n — порядок фильтра. В этом случае все гармоники при прохождении фильтра
сдвигаются вправо на α, следовательно на столько же задерживается по времени
и произвольный сигнал. Таким образом, фильтр с нулевой задержкой отклика
имеет ненулевую задержку сигнала, равную α. Асимметричный фильтр нечетного
порядка n = 2m + 1 дает задержку сигнала α = (n − 1)/2 = m, что совпадает с
задержкой отклика симметричного фильтра того же порядка.

9.5 Симметричные фильтры

При расчете симметричного вещественного КИХ-фильтра в первую очередь из
эмпирических соображений задают АЧХ на отрезке [0, 1/2] и фиксируют порядок
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фильтра n = 2m + 1. Поскольку ФЧХ симметричного фильтра нулевая, его ча-
стотная характеристика H(f) совпадает с АЧХ A(f). Учитывая симметричность
АЧХ, получим следующую формулу:

hk =

∫ 1/2

−1/2

A(f) exp(i2πkf)df = 2

∫ 1/2

0

A(f) cos(2πkf)df.

Если заданная АЧХ имеет простой вид (что имеет место в случаях ФНЧ, ФВЧ,
полосового и режекторного фильтров), то эта формула позволяет получить ИХ в
явном виде.

Получаемая последовательность hk представляет собой ИХ идеального БИХ-
фильтра, обладающего заданными параметрами. Одновременно числа hk являют-
ся коэффициентами ряда Фурье для функции H(f). Это соображение показывает,
что |hk| убывает к нулю при увеличении k. Вспоминая, что частичная сумма ря-
да Фурье является лучшим в среднеквадратичном смысле приближением исход-
ной функции H(f) при заданном числе членов ряда (т.е. при заданном порядке
фильтра), мы получаем возможность тривиально перейти к КИХ-фильтру путем
обрезания ряда Фурье. При обрезании ряда Фурье мы заменяем полученную
бесконечную импульсную характеристику hk на импульсную характеристику h̄k

конечной длины, соответствующую КИХ-фильтру:

h̄k =

{
hk |k| 6 m,

0 |k| > m
.

Пример. Пусть требуется синтезировать симметричный ФНЧ 31-го порядка с
полосой пропускания [0, 1/4].

Вычислим импульсную характеристику hk идеального БИХ-фильтра с задан-
ной полосой пропускания:

hk = 2

∫ 1/4

0

cos(2πkf)df =
sin(πk/2)

πk
.

Переход к КИХ-фильтру осуществляется путем простого обрезания импульсной
характеристики:

h̄k =

{
hk |k| 6 15,

0 |k| > 15
.

На рисунке 5 показана амплитудная частотная характеристика полученного по-
сле обрезания КИХ-фильтра. Легко заметить относительно сильные колебания,
которые претерпевает АЧХ вблизи точки разрыва.

9.6 Асимметричные фильтры

Пусть задана амплитудная характеристика A(f) фильтра. Фазовая частотная
характеристика асимметричного фильтра задается формулой ϕ(f) = −α2πf , где
α = (n− 1)/2. Полная частотная характеристика фильтра имеет вид:

H(f) = A(f) exp(−i2παf).
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Рис. 5: Частотная характеристика ФНЧ (случай обрезания ИХ)

Вычислим импульсную характеристику:

hk =

∫ 1/2

−1/2

A(f) exp[i2π(k − α)f ]df = 2

∫ 1/2

0

A(f) cos[2π(k − α)f ]df.

В случае нечетного порядка n = 2m + 1 имеем α = (n− 1)/2 = m и

hk = 2

∫ 1/2

0

A(f) cos[2π(k −m)f ]df.

Пусть h′k — импульсная характеристика симметричного фильтра с амплитудной
характеристикой A(f):

h′k = 2

∫ 1/2

0

A(f) cos[2πkf ]df.

Тогда
hk = h′(k −m).

Таким образом, мы пришли к выводу о полной эквивалентности симметричного и
асимметричного фильтров равного нечетного порядка. На практике почти всегда
используют асимметричные фильтры нечетного порядка. Импульсная характери-
стика такого фильтра получается формальным сдвигом импульсной характери-
стики симметричного фильтра с такой же амплитудной характеристикой.
Пример. Пусть требуется синтезировать асимметричный ФНЧ 31-го порядка с
полосой пропускания [0, 1/4].

Вспоминая формулу, полученную в предыдущем пункте для симметричного
фильтра с такой же АЧХ, получим

hk =
sin[π(k − 15)/2]

π(k − 15)

при 0 6 k 6 30.
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9.7 Синтез методом частотной выборки

Для фильтров с простой АЧХ удается аналитически получить явное выра-
жение для импульсной характеристики. В общем же случае получить явное вы-
ражение для ИХ не удается и приходится использовать описанный ниже метод
частотной выборки.

Пусть для синтезируемого фильтра задана частотная характеристика H(f) на
отрезке [−1/2, 1/2]. Доопределим ЧХ на отрезок [0, 1] по периодичности:

H ′(f) =

{
H(f) 0 6 f 6 1/2

H(f − 1) 1/2 < f 6 1
.

Выберем достаточно большое целое число N и дискретизируем полученную ЧХ
при интервале дискретизации ∆f = 1/N :

H ′
n = H ′(n∆f) =

N−1∑

k=0

hk exp(−i(2π/N)kn).

Полученная формула с точностью до множителя совпадает с формулой ДПФ
последовательности Hn:

H ′
n =

N−1∑

k=0

hkW
−kn
N = N ·ДПФ[hk].

Используя обратное ДПФ, получаем возможность вычислить периодическое про-
должение h′k импульсной характеристики hk:

h′k =
1

N

N−1∑
n=0

H ′
nW

−kn
N =

1

N
ДПФ−1[H ′

n].

При синтезе симметричного фильтра порядка n = 2m + 1 в последователь-
ности h′k первые m + 1 отсчетов дают искомую ИХ при неотрицательных значе-
ниях индекса. Отсчеты ИХ при отрицательных значениях индекса расположены
у правого края последовательности h′k, но их легко получить и непосредственно
из соображений симметричности фильтра. Асимметричный фильтр нечетного по-
рядка n = 2m+1 получается сдвигом импульсной характеристики симметричного
фильтра вправо на m отсчетов.

При практической реализации метода частотной выборки обычно вместо пери-
одического доопределения частотной характеристики на отрезок [0, 1] используют
сдвиг частотной характеристики вправо на 1/2:

Ĥ(f) = H(f − 1/2).

Переход во временную область осуществляется с помощью ДПФ:

ĥk =
1

N
ДПФ−1[Ĥn].
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При этом периодическая ИХ h′k получается из последовательности ĥk следующим
образом:

h′k = (−1)kĥk.

Отметим, что описанный метод частотной выборки является по сути прибли-
женным методом вычисления интеграла (36). Ясно, что метод частотной выбор-
ки гарантирует равенство ЧХ синтезированного фильтра заданной ЧХ в точках
n∆f = n/N , но нет возможности управлять значениями ЧХ в промежутках меж-
ду этими точками, где ЧХ может сильно отличаться от заданной. Параметр N
определяет точность, с которой вычисляются элементы импульсной характери-
стики и не связано непосредственно с длиной ИХ синтезируемого фильтра —
его следует выбирать по возможности большим. Обычно значение параметра N
выбирают в 4–8 раз большим, чем порядок синтезируемого фильтра. Для вычис-
ления ДПФ обычно используется алгоритм БПФ. При этом выбранное число N
следует округлить вверх до ближайшей степени двойки48.

9.8 Явление Гиббса

Коэффициенты импульсной характеристики цифрового фильтра по сути пред-
ставляют собой коэффициенты Фурье частотной характеристики. При простом
обрезании ИХ фактически происходит замена частотной характеристики частич-
ной суммой ряда Фурье. Мы рассмотрим эффекты, возникающие при обрезании
ряда Фурье в общей ситуации.

Разложим в ряд Фурье прямоугольный импульс вида:

x(t) =

{
1 0 6 t < 1,

0 1 6 t < 2
. (39)

Найдем коэффициенты Фурье периодического продолжения функции x(t):

Ck =
1

2

∫ 1

0

exp(−iπks)ds =
sin πk/2

πk
exp(−iπk/2).

На рисунке 6 показаны графики частичных сумм разложения прямоугольного им-
пульса в ряд Фурье. На этом рисунке легко заметить явление Гиббса. Действи-
тельно, при увеличении числа удерживаемых в разложении членов максимальное
отклонение частичной суммы от функции x(t) не убывает49. Если обозначить че-
рез xmax и xmin значения первых соответственно максимума и минимума частич-
ной суммы ряда Фурье при уменьшении t от 1/2 до 0, то xmax ≈ 1.09 = 1 + 0.09
(ошибка порядка 9%) и xmin ≈ 0.95 = 1− 0.05 (ошибка порядка 5%).

48Здесь никогда не используется процедура дополнения нулями! (почему?)
49Это сразу следует из следующего рассуждения. Если бы максимальное отклонение убывало

к нулю, то ряд сходился бы равномерно, но в этом случае функция x(t) была бы непрерыв-
ной как сумма равномерно сходящегося ряда непрерывных функций. Вообще неравномерность
сходимости ряда Фурье к функции, имеющей разрывы первого рода, реализуется обычно следу-
ющим образом: максимальное отклонение не убывает, но длина участка оси абсцисс, на котором
отклонение больше наперед заданного числа, убывает к нулю.
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Рис. 6: Явление Гиббса (случай 10 и 15 гармоник)

Появление наблюдаемых в рассмотренном примере пульсаций частичных
сумм ряда Фурье называется явлением Гиббса и является результатом обре-
зания неравномерно сходящегося ряда (операция перехода от ряда Фурье с бес-
конечным числом членов к конечным частичным суммам называется обрезанием
ряда). Рассмотренный пример является для цифровых фильтров в некотором
смысле наиболее общим, поскольку для ФНЧ, ФВЧ, полосового и режектор-
ного фильтров на границе полос пропускания и непропускания наблюдаются в
точности такие же пульсации.

9.9 Теорема о циклической свертке

Подходящим инструментом при изучении природы явления Гиббса является
теорема о циклической свертке для рядов Фурье, аналогичная теореме о свертке
для преобразований Фурье.

Пусть функции x(t) и y(t) периодические с одинаковым периодом T . Опреде-
лим их циклическую свертку z(t) = (x ◦ y)(t) равенством

z(t) = (x ◦ y)(t) =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s)y(t− s)ds =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(t− s)y(s)ds.

Последнее равенство проверяется заменой переменной. Таким образом x◦y = y◦x
и операция циклической свертки коммутативна.

Пусть функциям x(t), y(t) и z(t) поставлены в соответствие наборы коэффи-
циентов Фурье Xn, Yn и Zn соответственно и z(t) = (x ◦ y)(t). Вычислим спектр
Zn:

Zn =
1

T

∫ T/2

−T/2

1

T

∫ T/2

−T/2

x(s)y(t− s)ds exp(−i2πnf0t)dt =

=
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s) exp(−i2πnf0s)

(
1

T

∫ T/2

−T/2

y(t− s) exp(−i2πnf0(t− s))dt

)
ds.

90



Рабочая версия На правах рукописи

В последнем выражении произведем замену переменной x = t− s:

Zn =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s) exp(−i2πnf0s)

(
1

T

∫ T/2−s

−T/2−s

y(x) exp(−i2πnf0x)dx

)
ds.

Но интеграл
1

T

∫ T/2−s

−T/2−s

y(x) exp(−i2πnf0x)dx

вследствии T -периодичности подынтегрального выражения не зависит от s и
равен Yn. Поэтому

Zn = Yn
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s) exp(−i2πnf0s)ds = YnXn.

9.10 Спектральная модель обрезания ряда Фурье

Пусть для T -периодической функции x(t) выписано разложение в ряд Фурье:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnf0t).

Рассмотрим полученную в результате обрезания частичную сумму:

xN(t) =
N∑

n=−N

Cn exp(i2πnf0t).

Функция xN(t) сама является T -периодической и может быть разложена в ряд
Фурье:

xN(t) =
∞∑

n=−∞
C̄n exp(i2πnf0t).

Из единственности ряда Фурье следует, что C̄n = DN(n)Cn, где

DN(n) =

{
1, |n| 6 N,

0, |n| > N
.

Таким образом, переход от суммы ряда Фурье к его частичной сумме в
спектральной области эквивалентен умножению спектра на прямоугольное ок-
но DN(n). Из теоремы о циклической свертке следует, что в этом случае
xN(t) = dN(t) ◦x(t). Следовательно, обрезание ряда Фурье во временно́й области
эквивалентно свертке исходной функции x(t) с окном dN(t). Найдем функцию
dN(t):

dN(t) =
N∑

n=−N

exp(i2πnf0t) =

= exp(−i2πNf0t)
1− exp(i2π(2N + 1)f0t)

1− exp(i2πf0t)
=

sin π(2N + 1)f0t

sin πf0t
.
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Рис. 7: Свертывающее окно dN(t) при N = 10

График функции dN(t) при N = 10 и f0 = 1/2 показан на рисунке 7. Свертка
сигнала x(t) с функцией dN(t) приводит к явлению, сходному со спектральным
просачиванием, когда исходный сигнал «размазывается» и каждый его отсчет «за-
грязняется» соседними отсчетами. Наиболее отчетливо такое искажение сигнала
проявляется вблизи точек разрыва кусочно постоянного сигнала, где результат
свертки просто повторяет форму сворачивающего окна.

Как обычно, последовательность DN(n) называют мультипликативным ок-
ном, а функцию dN(t) — соответствующим свертывающим окном. Часто гово-
рят, что при обрезании ряда Фурье мы наблюдаем сигнал x(t) через свертыва-
ющее окно dN(t)50.

Частичные суммы ряда Фурье непрерывны, поэтому в окрестности точек раз-
рыва функции x(t) они выглядят как некий сглаженный окном dN(t) вариант
исходной функции. Окрестность точки разрыва, в которой значения частичных
сумм в результате такого сглаживания сильно отличаются от значений исходной
функции, называют переходной полосой или областью среза (последний термин
чаще используют применительно к частотным характеристикам цифровых филь-
тров). Легко понять, что основной лепесток сглаживающего окна отвечает за
образование переходной полосы, а боковые лепестки приводят к явлению Гиббса
— они «загрязняют» каждый отсчет сигнала соседними.

9.11 Дискретное окно Ханна

Теперь мы видим, что обрезание ряда Фурье кажется нам простой и есте-
ственной операцией только по привычке. Полученная спектральная модель этого
процесса позволяет модифицировать его таким образом, чтобы получить мини-
мальные искажения сигнала x(t) при свертке. Модификация процесса обреза-
ния заключается в выборе последовательности DN(n) (дискретного мультипли-
кативного окна) таким образом, чтобы функция dN(t) обладала по возможности
удовлетворительными свойствами как окно, участвующее в свертке. При этом
именно дискретное мультипликативное окно DN(n) будет непосредственно про-

50signal windowing
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изводить обрезание ряда.
В качестве подходящего дискретного мультипликативного окна может быть

выбран результат дискретизации модифицированного окна Ханна:

GN(n) =
1

2

[
1 + cos

πn

N

]
.

Здесь следует обратить внимание, что модификация коснулась исключительно
области определения оконной функции, которая сделана симметричной относи-
тельно нуля. Это связано с особенностью процесса обрезания ряда Фурье ве-
щественной функции, когда симметричные гармоники оставляются или отбрасы-
ваются одновременно (поскольку необходимо сохранить вещественность функ-
ции). Совершенно аналогично производится взвешивание симметричных гармо-
ник мультипликативным окном — такие гармоники должны умножаться на оди-
наковые коэффициенты.

Отметим, что при использовании дискретного окна Ханна для обрезания ИХ
симметричного фильтра порядок получаемого фильтра равен n = 2(N − 1) + 1 =
2N−1. Поэтому при синтезе симметричного фильтра порядка n = 2m+1 обычно
используют окно Ханна при N = m + 1. При синтезе асимметричного фильтра
порядка n обрезание производится следующим образом:

h̄k = Gα+1(k − α)hk,

где α = (n− 1)/2.
Получим аналитическое выражение для свертывающего окна Ханна. Формулу

для GN(n) можно переписать в виде:

GN(n) =
1

2

[
1 +

1

2
exp(iπnN−1) +

1

2
exp(−iπnN−1)

]
.

Тогда

gN(t) =
N∑

n=−N

GN(n) exp(i2πnf0t) =

=
N∑

n=−N

1

2
exp(i2πnf0t) +

1

4
exp(iπn(2f0t + N−1)) +

1

4
exp(iπn(2f0t−N−1)) =

=
sin πMf0t

2 sin πf0t
+

sin πM(f0t + α)

4 sin π(f0t + α)
+

sin πM(f0t− α)

4 sin π(f0t− α)
=

=
1

2

[
dN(t) +

1

2
dN(t + αf−1

0 ) +
1

2
dN(t− αf−1

0 )

]
,

где α = N−1/2 и M = 2N+1. Функция gN(t) получается сложением трех функций
dN(t), сдвинутых на величину, близкую к расстоянию между ее нулями. За счет
этого убираются пульсации в боковых лепестках функции dN(t). На рисунке 8
показан график свертывающего окна Ханна.
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Рис. 8: Свертывающее окно Ханна при N = 10

Рис. 9: Частотная характеристика ФНЧ (окно Ханна)

Пример. Рассмотрим снова пример синтеза симметричного КИХ-фильтра низ-
ких частот. Воспользуемся мультипликативным окном Ханна при N = 15 для
перехода от идеального БИХ-фильтра к реальному КИХ-фильтру:

h̄j = Djhj =
1 + cos(jπ/15)

2
· sin(jπ/2)

jπ
.

На рисунке 9 показана амплитудная частотная характеристика полученного
КИХ-фильтра. Легко заметить, что колебания вблизи точки разрыва практи-
чески полностью исчезли, но вдвое увеличилась ширина переходной зоны. От-
метим также, что при использовании окна Ханна мы получаем фальтр с длиной
импульсной характеристики 2N − 1, поскольку G−N = GN = 0.

9.12 Примеры синтеза классических фильтров

К классическим относятся фильтр низких частот, фильтр высоких частот,
полосовой и режекторный фильтры. В этом разделе мы приведем общеупотреби-
тельные формулы для импульсных характеристик соответствующих идеальных
симметричных БИХ-фильтров. Импульсная характеристика аппроксимирующе-
го КИХ-фильтра может быть получена умножением импульсной характеристики
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БИХ-фильтра на мультипликативное окно. Тривиальный сдвиг ИХ симметрич-
ного фильтра превращает его в асимметричный.

Фильтр низких частот

A(f) =

{
1, |f | 6 f1,

0, |f | > f1

.

hk = 2

∫ f1

0

cos(2πfk)df =

{
(πk)−1 sin(2πf1k), k 6= 0

2f1, k = 0
.

Фильтр высоких частот

A(f) =

{
1, |f | > f1,

0, |f | < f1

.

hk = 2

∫ 1/2

f1

cos(2πfk)df =

{
−(πk)−1 sin(2πf1k), k 6= 0

1− 2f1, k = 0
.

Полосовой фильтр

A(f) =

{
1, f1 6 |f | 6 f2,

0, else
.

hk = 2

∫ f2

f1

cos(2πfk)df =

{
(πk)−1[sin(2πf2k)− sin(2πf1k)], k 6= 0

2(f2 − f1), k = 0
.

Режекторный фильтр

A(f) =

{
0, f1 6 |f | 6 f2,

1, else
.

hk = 2

∫ f1

0

cos(2πfk)df + 2

∫ 1/2

f2

cos(2πfk)df =

=

{
−(πk)−1[sin(2πf2k)− sin(2πf1k)], k 6= 0

1− 2(f2 − f1), k = 0
.
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10 Практический спектральный анализ

Задача спектрального анализа — выявление и анализ спектрального состава
(структуры) сигнала. При спектральном анализе широко применяются описан-
ные методы и математический аппарат. В то же время практический спектраль-
ный анализ натурных сигналов является сложной инженерной задачей и для
успешного ее решения кроме формального владения теорией спектральных пре-
образований требуются терпение, опыт и некоторая доля здравого смысла. Эти
три компоненты в удачной пропорции составляют искусство спектрального ана-
лиза данных. Настоящий раздел призван суммировать приведенные сведения о
спектрах и служить руководством к практическому применению аппарата спек-
трального анализа.

10.1 Порядок отсчетов

Основной инструмент спектрального анализа — дискретное преобразование
Фурье (ДПФ). При вычислении ДПФ на практике всегда применяется алгоритм
быстрого преобразования Фурье (БПФ). Порядок отсчетов при БПФ уже обсуж-
дался в разделе 5.7. Здесь приведены дополнительные замечания и особенности,
характерные для спектрального анализа сигналов.

При спектральном анализе имеет смысл рассматривать отсчеты спектра Xn

при |n| 6 N/2, поэтому порядок отсчетов, получающийся после БПФ оказы-
вается в этом случае неудачным. С другой стороны при спектральном анализе
вещественного сигнала мы получаем спектр, обладающий следующим свойством:

X−n = X∗
n,

что с учетом периодичности последовательности Xn дает

XN−n = X∗
n.

Спектр мощности Pn = |Xn|2 вещественного сигнала оказываются симметрич-
ным, причем условие симметрии записывается следующим образом:

PN−n = Pn.

Таким образом, для вещественного сигнала мощность каждой спектральной со-
ставляющей оказывается распределенной между отсчетами, соответствующими
положительной и отрицательной частотам. Отдельно следует рассматривать ча-
стоты n = 0 и n = N/2, которым соответствуют непарные спектральные состав-
ляющие. Отметим, что

X0 =
1

N

N−1∑

k=0

xk,

XN/2 =
1

N

N−1∑

k=0

(−1)kxk,
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поэтому для вещественного сигнала отсчеты X0 и XN/2 спектра оказываются
вещественными.

Вместо симметричного спектра мощности Pn часто рассматривают так назы-
ваемый односторонний спектр мощности P̄n, определенный только для неотрица-
тельных частот:

P̄n =





0 n < 0

Pn n = 0

2Pn 1 6 n 6 N/2− 1

Pn n = N/2

.

Мощность спектральных составляющих Xn при 1 6 n 6 N/2 − 1 сим-
метрично распределена между отсчетами с положительной и отрица-
тельной частотами. Исключение составляют спектральные составля-
ющие с нулевой частотой (n = 0) и с частотой Найквиста (n = N/2).

Таким образом, при спектральном анализе вещественного сигнала фактически
используются отсчеты спектра Xn при 0 6 n 6 N/2, поэтому процедура сдвига
нуля редко применяется в спектральном анализе.

10.2 Время и частота

Разрешение по частоте

Если исходный временной ряд длины N есть результат дискретизации ана-
логового сигнала, заданного на интервале наблюдения длины T при интервале
дискретизации τ то xk = x(kτ) и τ = T/N . Интервал между отсчетами спектра
составляет в этом случае

∆f =
1

T
=

1

Nτ
.

Таким образом, предельное разрешение по частоте тем выше, чем длиннее ин-
тервал наблюдения.

При применении БПФ к временному ряду мы получим N отсчетов спектра
Xn. В этом случае спектральному отсчету Xn соответствует частота

fn = n∆f =
n

T

и период

Tn =
1

fn

=
T

n
.

Спектральному отсчету Xn соответствует гармоника у которой на
интервале наблюдения T умещается ровно n периодов.

Отметим, что разрешение по частоте постоянно и не зависит от значения
частоты, разрешение же по периодам гармоник зависит от периода и максимально
в области коротких периодов (т.е. высоких частот).
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Частота Найквиста в спектре

При дискретизации с интервалом дискретизации τ в сигнале сохраняются
частоты вплоть до частоты Найквиста (теорема Найквиста о наложении)

f∗ =
1

2τ
.

Частоте Найквиста соответствует отсчет спектра с номером

n∗ = f∗T =
T

2τ
=

N

2
.

Дискретная гармоника с частотой Найквиста имеет вид

xk = exp(i2πf∗kτ) = exp(iπk) = (−1)k.

Обычно интервал дискретизации исходных данных бывает выбран в соот-
ветствии с принципом неналожения частот. Если же данные подозрительны на
предмет неправильного выбора интервала дискретизации, то следует вниматель-
но следить за значениями отсчета спектра с индексом N/2.

При правильном выборе интервала дискретизации отсчет спектра
XN/2 всегда нулевой. Отличное от нуля значение отсчета XN/2 — вер-
ный признак проявления эффекта маскировки частот.

Этот рецепт не всегда работает (можно получить нулевое значение на часто-
те Найквиста и при неверно выбранном интервале дискретизации), но иногда
оказывается полезным.

Безразмерное время и безразмерная частота

Часто удобно работать с безразмерными единицами времени и безразмерными
единицами частоты. Безразмерные единицы согласованы с выбранным интерва-
лом дискретизации.

Пусть задан сигнал x(t) и интервал дискретизации τ . Перейдем к безразмер-
ному времени s по формуле t = sτ . В безразмерном времени получим новый
сигнал x̄(s) = x(sτ).

Дискретизация исходного сигнала c интервалом дискретизации τ соответ-
ствует дисткретизации сигнала x̄(s) при интервале дискретизации ∆s = 1:

xk = x(kτ) = x̄(k).

Единица измерения безразмерного времени совпадает с интервалом дискретиза-
ции сигнала т.е. безразмерное время фактически измеряется в отсчетах.

Единицей измерения безразмерного периода T̄ является интервал дискрети-
зации т.е. безразмерный период измеряется в отсчетах:

T = T̄ τ.
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Соответственно для частоты получаем соотношение

f =
1

T
=

1

T̄ τ
=

f̄

τ
,

где f̄ = 1/T̄ — безразмерная частота. Безразмерная частота измеряется в «обрат-
ных отсчетах» (1/f̄ есть безразмерный период в отсчетах).

Пусть временной ряд xk имеет длину N отсчетов. Разрешение по безраз-
мерной частоте при спектральном анализе зависит только от длины временного
ряда:

∆f̄ = ∆fτ =
1

N
.

Спекральному отсчету Xn соответствует безразмерная частота

f̄n = fnτ =
n

N

и безразмерный период

T̄n =
N

n

Безразмерная частота Найквиста равна

f̄∗ =
1

2
.

Выбор интервала дискретизации

При обработке натурных данных редко предоставляется возможность произ-
вольно выбирать интервал дискретизации. Временно́е разрешение обычно опре-
деляется возможностями используемой аппаратуры. В случае обработки резуль-
татов моделирования обычно имеется больший произвол в выборе интервала дис-
кретизации.

В общем случае интервал дискретизации определяется значением наивысшей
частоты, которую следует принимать во внимание. При этом величину интервала
дискретизации выбирают в соответствии с критерием Найквиста, но обычно с
запасом в 2–5 раз т.е.

τ =
α

2fmax

,

где α принимает значения от 0.5 до 0.2. Если интервал дискретизации задан
изначально, то следует иметь в виду, что по спектру можно будет уверенно
идентифицировать лишь спектральные составляющие с частотами не выше, чем
половина (а при пессимизме — 1/5) частоты Найквиста.

Интервал дискретизации определяет максимальную наблюдаемую в
спектре частоту.
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Выбор длины интервала наблюдения

Вторым вопросом при подготовке данных является выбор длины обрабаты-
ваемого временного ряда. Число отсчетов во временном ряде определяет длину
интервала наблюдения, который, в свою очередь, определяет минимальное до-
ступное разрешение по частоте. Поэтому необходимая длина временного ряда
определяется требуемым разрешением по частоте или, что то же, частотой са-
мой низкочастотной интересующей нас спектральной составляющей. Предельное
разрешение по частоте (а значит и длину временного ряда) следует выбирать
таким образом, чтобы отсчет, соответствующий минимальной интересующей нас
частоте был хорошо отделен от нулевого отсчета. Поэтому длину временного
ряда обычно выбирают с запасом не менее чем в 2–5 раз т.е.

T =
β

∆f
,

где β принимает значения от 2 до 5.
При обработке натурных данных часто оказывается так, что длина временно-

го ряда определяется самим фактом наличия данных и не может быть выбрана
произвольно. В этом случае, если данных мало, то их количество определяет пре-
дельное разрешение по частоте, которое превзойти не удастся. При этом следует
иметь в виду, что в спектре будут уверенно идентифицироваться только спек-
тральные составляющие с по крайне мере вдвое большей частотой, чем формаль-
но вычисленное предельной разрешение по частоте. Если же данных много, то
может случиться так, что желаемое разрешение по частоте удается получить уже
при обработке их малой части. В этом случае появляется возможность отследить
временную эволюцию спектрального состава сигнала с помощью т.н. скользяцего
ДПФ (см. ниже). Если же в наблюдаемом сигнале присутствуют шумы и другие
случайные составляющие, то следует обратиться к методам спектрального ана-
лиза случайных сигналов, которые позволяют использовать избыточные данные
для увеличения точности оценки спектра.

Число отсчетов определяет предельное разрешение по частоте.

Единицы измерения частоты

Для измерения относительных значений частот используется заимствованное
из музыки понятие октавы. Октавой называется интервал, на котором проис-
ходит удвоение частоты. Частота 440 Гц отличается от частоты 880 Гц на одну
октаву. При увеличении частоты на одну октаву на отрезке длиной в один период
гармоники начинает помещаться два полных периода. Использование октав эк-
вивалентно применению для измерения частот логарифмической шкалы (с лога-
рифмом по основанию 2). Логарифмическая шкала является в некотором смысле
наиболее естественным способом измерения относительных значений частот51,
поскольку она обеспечивает постоянную степень детализации вдоль оси частот.

51На слух звуки с частотами, отличающимися на октаву, воспринимаются как одинаковые по
тону, но различные по высоте.
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10.3 Предобработка данных

При проведении спектрального анализа часто приходится производить так на-
зываемую предобработку данных, позволяющую избавиться от некоторых вред-
ных спектральных эффектов.

Исключение постоянной составляющей

Нулевой отсчет спектра равен среднему значению отсчетов анализируемого
сигнала. Отличное от нуля значение нулевого отсчета свидетельствует о при-
сутствии в сигнале постоянной составляющей. При записи сигнала в натурном
эксперименте приборы всегда настраивают так, чтобы по возможности умень-
шить постоянную составляющую (при желании ее можно измерить независи-
мо). Присутствие постоянной составляющей в натурных данных часто говорит о
сдвиге нуля у регистрирующей аппаратуры. Постоянная составляющая не несет
информации о спектральном составе сигнала и должна исключаться перед спек-
тральным анализом. Для исключения постоянной составляющей от временного
ряда xk переходят к ряду

x̄k = xk −m,

где m — среднее значение отсчетов временного ряда.
Необходимость исключения постоянной составляющей связана с тем, что она

практически исключает возможность идентификации относительно низкочастот-
ных составляющих, искажая до неузнаваемости низкочастотную часть спектра.
Дело в том, что постоянной составляющей соответствует нулевая частота и она
сильно задирает значение нулевого отсчета спектра. Поскольку спектр сигнала
является непрерывной функцией, большое значение нулевого отсчета приводит
к задиранию значений и соседних отсчетов (непрерывная функция не может
мгновенно уменьшить свое значение). В результате относительно низкочастот-
ные составляющие проявляются как небольшие пики на ниспадающем фронте,
на фоне которого они часто незаметны.

Постоянную составляющую следует всегда исключать.

Использование окон

При спектральном анализе имеют дело с временным рядом, являющимся ре-
зультатом наблюдения сигнала на конечном интервале наблюдения. Как показано
в разделе 8.3 конечность времени наблюдения приводит к появлению просачива-
ния, в результате которого спектральные составляющие «загрязняется» соседни-
ми отсчетами спектра. Просачивание существенно искажает спектры узкополос-
ных сигналов, приводя к задиранию их высокочастотной части. При спектраль-
ном анализе всегда применяется временно́е окно, обеспечивающее постепенный
ввод временного ряда на интервал наблюдения и вывод из него, что уменьшает
влияние эффекта просачивания52.

52data windowing
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Обычно используют дискретное окно Ханна вида

gN(k) =
1

2

(
1− cos

2πk

N

)
,

где N — длина временного ряда. Рассмотрим влияние окна Ханна на спектр
временного ряда. Образуем последовательность yk по правилу yk = gN(k)xk. Из
теоремы о дискретной циклической свертке следует, что

Yn =
1

N

N−1∑
j=0

GjXn−j.

Вычислим спектр окна Ханна. Поскольку

gN(k) =
1

2
− 1

4
exp(i(2π/N)k)− 1

4
exp(−i(2π/N)k) =

1

2
− 1

4
W k

N −
1

4
W−k

N

то

Gn =

{
−1/4 |n| = 1

1/2 n = 0
.

Окончательно получаем

Yn =
1

4
(−Xn−1 + 2Xn −Xn+1).

Таким образом, умножению сигнала во временной области на окно Ханна, в
частотной области соответствует сглаживание спектра.

Дополнение нулями

При использовании для вычисления ДПФ процедуры БПФ длину преобра-
зуемой последовательности приходится выбирать равной целой степени двойки.
Это условие часто оказывается излишне стесняющим.

Для вычисления ДПФ временного ряда, имеющего длину, отличную от це-
лой степени двойки производят опреацию дополнения нулями53. При этом к
временному ряду добавляются нулевые отсчеты так, чтобы длина полученной
последовательности оказалась целой степенью двойки.

При дополнении нулями следует помнить, что сдвиг нуля должен выполняться
до дополнения временного ряда нулями. При этом шаг по частоте в полученном
спектре определяется длиной всей обрабатываемой последовательности (включая
добавленные нули).

Последнее замечание лежит в основе простого метода повышения частотно-
го разрешения спектра: увеличивая длину временного ряда за счет дополнения
его нулями, можно увеличить разрешение по частоте. Следует однако помнить,
что увеличение частотного разрешения путем дополнения нулями не приводит к

53zero padding
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улучшению разрешения для малых частот. Как и раньше минимальная иденти-
фицируемая по спектру частота определяется лишь длиной исходного временного
ряда (до дополнения нулями). Действительно, для идентификации спектральной
составляющей необходимо, чтобы на отрезке наблюдения помещался по крайней
мере один период соответствующей гармоники (на практике для уверенной иден-
тификации требуется 2–5 периодов). Таким образом, в результате дополнения
нулями в спектре появляются ложные отсчеты в области самых низких частот.

10.4 Интерпретация спектра

Спектр сигнала позволяет идентифицировать спектральные компоненты, об-
разующие сигнал и указать их частоты. Для визуального анализа амплитудный
спектр (или спектр мощности) может быть представлен как график зависимости
амплитуды (соответственно мощности) спектральной составляющей от частоты.

При интерпретации спектра широко используется теорема Парсеваля, позво-
ляющая интерпретировать спектр как график распределения суммарной мощно-
сти сигнала по частотам. В связи с этим спектр мощности |Xn|2 используют
чаще, чем амплитудный спектр |Xn|.

На практике важно ясно понимать физический смысл элементов спектра, что
требует достаточно большого опыта, но зато позволяет делать некоторые выводы
о природе исследуемого сигнала уже при одном визуальном рассмотрении его
спектра мощностей. К примеру периодические и квазипериодические процессы
имеют ярко выраженный линейчатый спектр, в то время как стохастические про-
цессы характеризуются сплошным спектром, в которам отдельные спектральные
составляющие представлены обычно в равной степени.

Характерный спектр

Эксперты часто используют эмпирическое понятие «четкого максимума» спек-
тра — это высокий узкий максимум, соответствующий присутствующей в сигнале
частоте, хорошо отделенный от соседних максимумов промежутками с практи-
чески нулевой мощностью. «Характе́рным» называют спектр, состоящий из од-
них четких максимумов. Справедливости ради следует сказать, что характерные
спектры в реальных задачах практически не встречаются. Во многих случаях
максимумы спектра оказываются размытыми («широкими»), зачастую мощная
спектральная составляющая с широким максимумом «маскирует» соседние со-
ставляющие — соответствующие им максимумы спектра приходятся на фронты
более мощного максимума и оказываются на его фоне едва заметными. Успешный
визуальный анализ спектров является искусством, требующим наличия опыта.

Спектр гармоники

Отсчеты спектра соответствуют безразмерным частотам fn = n/N , которые
равномерно распределены по всему диапазону частот. Напротив период n-го эле-
мента спектра есть Tn = N/n, поэтому периоды распределены на отрезке [2, N ]
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Рис. 10: Спектр при T = 8

Рис. 11: Спектр при T = 10

неравномерно — плотно в области высокочастотных колебаний и весьма редко
для низкочастотных. Таким образом, при заданной длине временного ряда высо-
кочастотные спектральные составляющие могут быть локализованы по периоду
весьма точно, низкочастотные же локализуются плохо и тем хуже, чем ниже
их частота. Такая неравномерность — еще одно проявление фундаментально-
го принципа неопределенности: период гармоники локализуется тем лучше, чем
больше относительное время наблюдения по отношению к периоду локализуемой
гармоники.

При спектральном анализе сигнала мы идентифицируем спектральную ком-
поненту по расположению и виду соответствующего ей максимума спектра. Если
период гармоники совпадает с периодом одного из элементов спектра, то мы
можем надеяться на характерный спектр с четким максимумом. Если же пери-
од гармоники расположен далеко от периодов элементов спектра, то мощность
гармоники размазывается по соседним элементам спектра. Использование окна
ослабляет эффект размазывания, но само окно также ухудшает локализацию
элементов спектра по частоте за счет сглаживания.
Пример. Пусть для гармонического сигнала xk = sin(2πT−1k) при 0 6 k < N
вычисляется амплитудный спектр An = |Xn| при N = 64. На рисунках 10 и 11
показан линейчатый спектр для случаев T = 8 и T = 10, которые мало отлича-
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Рис. 12: Спектр при использовании окна (T = 10)

ются по частоте. Видно, что в первом случае равенство T = N/8 обеспечивает
качественную локализацию, во втором же случае наблюдается сильное размытие
максимума. На рисунке 12 показан спектр при T = 10, но в случае использования
окна Ханна. Размазывание здесь менее заметно, но максимум стал менее четким.

Кратные гармоники

Часто спектральный анализ сигнала используется для выявления характер-
ных для него периодичностей. Здесь имеются некоторые особенности, которые
рассмотрены ниже.

Если x(t) — периодическая функция с периодом T , то ее можно представить
в виде ряда Фурье:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnf0t).

Спектр такого сигнала имеет вид:

X(f) =
∞∑

n=−∞
Cnδ(f − nf0).

Таким образом, спектр периодического сигнала оказывается дискретным и содер-
жит помимо основной частоты f0, гармоники с частотами kf0.
Пример. Пусть для периодического сигнала xk = [sin(2πT−1k)]5 при 0 6 k < N
вычисляется амплитудный спектр An = |Xn| при N = 64. На рисунках 13 и 14
показан линейчатый спектр для случаев T = 16 и T = 18. В первом случае ясно
видны кратные гармоники, во втором же случае амплитуда каждой гармоники
размазывается по соседним частотам, что делает спектр еще более сложным. На
рисунке 15 показан спектр при T = 18, но в случае использования окна Ханна.

Функция x(t) называется квазипериодической если она может быть представ-
лена в виде

x(t) = ϕ(2πf1t, 2πf2t, . . . , 2πfmt),
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Рис. 13: Спектр при T = 16

Рис. 14: Спектр при T = 18

где функция ϕ(α1, . . . , αm) является 2π-периодической по каждой переменной54,
а частоты f1, . . . , fm несоизмеримы55.

Вычислим спектр квазипериодического сигнала. Для этого разложим
ϕ(α1 . . . , αm) в кратный ряд Фурье56:

ϕ(α1, . . . , αm) =
∑

n1,...,nm

Cn1,...,nm exp[i(n1α1 + . . . + nmαm)].

Тогда
x(t) =

∑
n1,...,nm

Cn1,...,nm exp[i2π(n1f1 + . . . + nmfm)t].

Спектр такого сигнала имеет вид:

X(f) =
∑

n1,...,nm

Cn1,...,nmδ[f − (n1f1 + . . . + nmfm)].

54Т.е. при любых α1, . . . , αm и любых целочисленных n1, . . . , nm выполняется равенство x(α1 +
2πn1, α2 + 2πn2, . . . , αm + 2πnm) = x(α1, α2, . . . , αn).

55Числа f1, . . . , fm называются несоизмеримыми если не существует такого числа f0, что все
fk являются его целыми кратными.

56Здесь мы используем аппарат многомерных рядов Фурье, который описан в главе 16. Чи-
татель, не знакомый с кратными рядами Фурье, может уже сейчас разобрать соответствующие
разделы этой главы.
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Рис. 15: Спектр при использовании окна (T = 18)

Таким образом, спектр квазипериодического сигнала содержит всевозможные ли-
нейные комбинации n1f1 + . . . + nmfm его частот f1, . . . , fm.

Форма спектра позволяет сделать вывод о природе сигнала. Гармонический
сигнал имеет импульсный спектр. Спектр негармонического T -периодического
сигнала является линейчатым и содержит спектральные составляющие, соответ-
ствующие кратным частотам nf0, где f0 = 1/T — характерная частота сигнала.
Спектр квазипериодического сигнала с частотами f1, . . . , fm также имеет дис-
кретный характер, но содержит спектральные составляющие, соответствующие
всевозможным целочисленным линейным комбинациям характерных частот сиг-
нала. Если число характерных частот велико, то линии в спектре могут быть
расположены весьма густо, но спектр сохраняет линейчатость. Таким образом, с
увеличением сложности сигнала увеличивается и количество ненулевых элемен-
тов спектра.

Единицы измерения мощности

При измерении относительных значений мощности спектральных составляю-
щих широко используется специфическая единица измерения — децибел. Гово-
рят, что мощность P1 отличается от мощности P2 на

D = 10 log10

P1

P2

децибел (обозначают эту единицу так: дБ или dB). Децибел является безразмер-
ной относительной логарифмической единицей измерения мощности.

Введенные выше децибелы — это так называемые «децибелы по мощности».
При анализе амплитудного спектра используют также «децибелы по амплитуде».
Поскольку Pj = |Aj|2 (здесь Aj — амплитуда соответствующей гармоники), то

D = 20 log10

A1

A2

.

Если амплитуда гармоники увеличится вдвое т.е. на 6 дБ «по амплитуде», то ее
мощность увеличится вчетверо, но снова на 6 дБ «по мощности».
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Рис. 16: Сглаживающее окно |GT (f)| при T = 10

Полезно запомнить несколько характерных значений:

дБ 3 6 10 20 40 60
P1/P2 2 4 10 100 104 106

A1/A2 1.41 2 3.16 10 100 1000

Логарифмическая шкала мощности обеспечивает постоянную степень дета-
лизации вдоль оси частот и облегчает анализ спектров, содержащих как высо-
коамплитудные, так и маломощные составляющие57. Поэтому логарифмический
масштаб оси мощностей широко используется при графическом изображении
спектров. В этом случае по оси ординат откладывают относительное значение
в децибелах. При большом диапазоне изменения амплитуды гармоник логариф-
мический масштаб позволяет лучше разглядеть на одном и том же графике и
малые, и большие значения. Для примера на рисунке 16 показан график сгла-
живающего окна Ханна с использованием децибелов для измерения амплитуды
(по оси ординат отложено значение оконной функции в децибелах). Видно, что
неразличимые на рисунке 4 боковые лепестки стали заметны и появилась воз-
можность оценить их амплитуду по графику.

Амплитудная модуляция и биения

Амплитудно-модулированным сигналом или АМ-сигналом называется сиг-
нал вида:

z(t) = [1 + Mx(t)]y(t).

57Логарифмическая шкала также наиболее естественна для слуха. Эмпирический закон Вебера
утверждает, что субъективная сила звука пропорциональна логарифму его мощности.
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Здесь M — параметр, определяющий глубину модуляции, y(t) — несущий сиг-
нал. Говорят, что несущий сигнал y(t) промодулирован сигналом x(t). Сигнал
x(t) называется огибающей АМ-сигнала z(t). В роли несущего сигнала обычно
выступает гармоника exp(i2πf0t); ее частота f0 называется несущей частотой.
В радиотехнике амплитудная модуляция используется для переноса спектра сиг-
нала в область высоких частот. При спектральном анализе сигналов часто ока-
зывается, что наблюдаемый сигнал представляет собой АМ-сигнал, в котором
несущая промодулирована исследуемым сигналом. Так происходит, когда пара-
метры наблюдаемого периодического процесса зависят от состояния изучаемого
процесса.

Рассмотрим ситуацию, когда несущая гармоника y(t) = cos 2πf0t промодули-
рована гармоническим сигналом x(t) = cos 2πft:

z(t) = [1 + M cos 2πft] cos 2πf0t.

Изучим спектральный состав такого АМ-сигнала. Имеем:

z(t) = cos 2πf0t + M cos 2πft cos 2πf0t =

= cos 2πf0t +
M

2
cos 2π(f0 + f)t +

M

2
cos 2π(f0 − f)t.

Таким образом, с точки зрения спектральной теории АМ-сигнал выглядит как
сигнал, состоящий из трех спектральных составляющих — несущей частоты f0

и двух боковых полос с частотами f0 − f и f0 + f .
Явление, похожее на амплитудную модуляцию имеет место, когда смешива-

ются два гармонических сигнала с близкими частотами f1 и f2:

A1 exp(i2πf1t) + A1 exp(i2πf2t) =

= exp(i2π(f1 + f2)t/2) [A1 exp(i2π(f1 − f2)t/2) + A1 exp(−i2π(f1 − f2)t/2)] .

В этом случае смесь гармоник выглядит как АМ-сигнал, в котором высокая
частота (f1 + f2)/2 промодулирована малой частотой (f1 − f2)/2. Наблюдаемые
в этом случае низкочастотные осцилляции амплитуды высокочастотной несущей
называются биениями.

Приведенные в этом разделе результаты показывают, что при спектральном
анализе случаи сложения гармоник с близкими частотами и амплитудной мо-
дуляции несущей гармоники практически неотличимы. Возможность правильной
интерпретации спектров в такой ситуации полностью определяется априорными
данными и опытом исследователя.

Нелинейные эффекты

Рассмотрим ситуацию, когда наблюдаемый сигнал подвергается нелинейному
преобразованию. Мы исследуем простейший случай малой квадратичной нели-
нейности вида:

y(t) = x(t) + ε[x(t)]2,
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где ε — малый коэффициент нелинейности. Здесь имеется в виду, что x(t) —
исследуемый сигнал, а y(t) — наблюдаемый сигнал.

Нелинейное преобразование сигнала приводит к нескольким интересным эф-
фектам. Попробуем подать на вход такого нелинейного преобразователя чистую
гармонику x(t) = A cos(2πft). Ясно, что на выходе мы получим сигнал, несколько
отличающийся от гармонического колебания — имеют место нелинейные иска-
жения. Имеем

y(t) = A cos(2πft) + ε[A cos(2πft)]2 = A cos(2πft) +
ε

2
A2 +

ε

2
A2 cos(2π(2f)t).

Итак, на выходе кроме исходной гармоники мы получили также гармонику с
удвоенной частотой. Таким образом, нелинейное преобразование сигнала приво-
дит к появлению высших гармоник. Кроме этого в выходном сигнале присут-
ствует постоянная составляющая A2ε/2, сдвигающая среднее значение сигнала.
Эффект появления сдвига среднего значения при нелинейном преобразовании
называется детектированием.

Рассмотрим теперь нелинейное преобразование сигнала, содержащего две
спектральные составляющие:

x(t) = A1 cos(2πf1t) + A2 cos(2πf2t)

Тогда

y(t) = x(t) + ε[A1 cos(2πf1t) + A2 cos(2πf2t)]
2 =

= x(t) + εA2
1[cos(2πf1t)]

2 + εA2
2[cos(2πf2t)]

2 + 2εA1A2 cos(2πf1t) cos(2πf2t).

Здесь первое слагаемое дает исходное гармоническое колебание, а второе — по-
стоянную составляющую и высшие гармоники с частотами 2f1 и 2f2. Последнее
же слагаемое демонстрирует еще один нелинейный эффект — модуляцию. Дей-
ствительно, если частоты f1 и f2 отличаются значительно (f1 ¿ f2), то можно
считать, что в сигнале y(t) появилась АМ-составляющая, в которой несущая
гармоника cos(2πf2t) промодулирована колебанием cos(2πf1t). С другой стороны

2εA1A2 cos(2πf1t) cos(2πf2t) = εA1A2[cos(2π(f1 − f2)t) + cos(2π(f1 + f2)t)]

и можно считать, что в сигнале y(t) просто появились две новые спектральные
составляющие с частотами f1 − f2 и f1 + f2.

Таким образом, мы описали разнообразные нелинейные эффекты: появление
высших гармоник, детектирование и модуляцию. Все нелинейные эффекты оказа-
лись пропорциональны произведениям амплитуд сигналов, поэтому можно ожи-
дать, что нелинейные эффекты будут сильнее проявляться для высокоампли-
тудных сигналов. Заметим также, что если рассмотренная нами квадратичная
нелинейность приводит к появлению только второй гармоники, то нелинейности
высшего порядка будут добавлять более высокие гармоники. Все устройства, ис-
пользуемые для усиления, передачи и регистрации сигналов вносят во входной
сигнал нелинейные искажения. В качестве примера скажем, что ухо человека —
также нелинейное устройство. При большой громкости даже для чистого тона
создается ощущение, что в сигнале присутствуют высшие гармоники.
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10.5 Схема спектрального анализа

Описанные выше процедуры предобработки данных для спектрального ана-
лиза взаимосвязаны и предполагают некоторый порядок выполнения. Например,
не имеет смысла выполнять умножение на окно или исключение постоянной со-
ставляющей после дополнения временного ряда нулями. При описании отдельных
процедур были сделаны необходимые замечания. Здесь приведена окончательная
схема спектрального анализа временного ряда, суммирующая информацию о вза-
имосвязи процедур предобработки.

1. выбор интервала дискретизации или оценка максимальной частоты по за-
данному интервалу дискретизации;

2. выбор длины анализируемого временного ряда или оценка частотного раз-
решения по заданной длине временного ряда (на этом этапе также прини-
мается решение о необходимости дополнения временного ряда нулями);

3. исключение постоянной составляющей и умножение временного ряда на
мультипликативное окно;

4. дополнение временного ряда нулями;

5. выполнение процедуры быстрого преобразования Фурье;

6. переупорядочение отсчетов спектра (при необходимости) и переход к одно-
стороннему спектру;

Процедуры исключения постоянной составляющей и умножения на мульти-
пликативное окно тесно и нетривиально взаимосвязаны. Применение окна к дан-
ным с сильно смещенным средним может привести к появлению переходных по-
лос по краям временного ряда, которые существенно искажают спектр, поэтому
перед применением окна всегда производится исключение постоянной составля-
ющей. В свою очередь применение окна может привести к смещению среднего,
поэтому после применения окна следует еще раз исключить постоянную состав-
ляющую. Следует заметить, что существенное смещение среднего при примене-
нии окна говорит о наличии в данных некоторых аномалий, которые сами могут
затруднить спектральный анализ. Например, к таким аномалиям относится при-
сутствие в данных выраженного монотонного нелинейного изменения сигнала
(тренда), которое приводит к сильному искажению спектра на низких частотах.

10.6 Недостатки спектрального анализа Фурье

Преобразование Фурье находит многочисленные приложения в области ана-
лиза и обработки сигналов по причине простоты, наглядности и простоты фи-
зической интерпретации спектра Фурье. В то же время преобразование Фурье
имеет ряд серьезных недостатков, основные из которых мы перечислим.
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Первый недостаток заключается в невозможности одновременной локализа-
ции сигнала и спектра. Это свойство спектров Фурье может быть продемонстри-
ровано принципом неопределенности Гейзенберга, предельная форма которого со-
ставляет содержание теоремы о локализации сигнала и спектра. Причиной этого
явления является плохая временна́я локализация базисных функций Фурье.

Второй недостаток преобразования Фурье связан с тем, что для получения
информации о спектральном составе сигнала используются его значения на всем
интервале наблюдения, причем спектральный состав сигнала осредняется по
времени. Такой подход неприемлем для нестационарных сигналов, спектральный
состав которых изменяется с течением времени. По этой причине преобразо-
вание Фурье не различает два сигнала, один из которых представляет собой
сумму двух гармоник с разными частотами, а другой содержит те же гармоники,
включающиеся последовательно одна за другой. В некоторой степени этот недо-
статок спектрального анализа Фурье можно обойти, применяя т.н. локальный
спектральный анализ.

Важным частным следствием осреднения спектра является тот факт, что при
спектральном анализе Фурье информация обо всех спектральный составляющих
получается из анализа всего временного ряда. В то же время кажется есте-
ственным получать информацию о спектральной составляющей на основе анали-
за участка временного ряда, длина которого согласована с частотой спектраль-
ной составляющей. Действительно, информацию о высокочастотных спектраль-
ных составляющих естественно получать на основе анализа малых временных
интервалов. В результате спектры Фурье часто оказываются не поддающимися
интерпретации.

Перечисленные недостатки спектрального анализа Фурье решаются в рам-
ках вейвлетного анализа. Вейвлетное преобразование оказывается свободным от
недостатков преобразования Фурье — оно обеспечивает локализованность спек-
тра функций, локализованных во временно́й области и позволяет определять
локальный спектральный состав нестационарного сигнала. По способу преодоле-
ния перечисленных трудностей вейвлетное преобразование напоминает оконное
преобразование Фурье и по самой своей природе обладает подвижным частотно-
временным окном, узким на малых масштабах и широким на больших. Благодаря
этому, вейвлетное преобразование особенно удобно для анализа нестационарных
процессов с широким спектром.

10.7 Пример спектрального анализа

Известна гипотеза о связи многих явлений на Земле с динамикой солнеч-
ной активности. Интенсивность солнечной активности оценивается т.н. числом
Вульфа, характеризующим наблюдаемое состояние поверхности солнца. Особен-
но важно, что доступны подробные результаты наблюдения солнечной активно-
сти за последние 300 лет. Это позволяет проводить их обработку различными
методами и использовать результаты для сравнения информативности различных
методов анализа.

Здесь мы проведем спектральный анализ данных о среднегодовом индексе
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Рис. 17: Изменение числа Вульфа с 1700 по 1987 годы

Рис. 18: Спектр мощности солнечной активности

солнечной активности за период с 1700 по 1987 год, что составляет 288 отсчетов.
График изменения среднегодового значения числа Вульфа приведен на рисун-
ке 17. Простой визуальный анализ показывает наличие мощной периодической
составляющей с периодом примерно в 10 лет. Проведем полный спектральный
анализ данных.

Интервал дискретизации временного ряда изначально задан и равен 1 году.
Соответственно период самой высокочастотной составляющей, которая может
быть идентифицирована, составляет 2 года. Ясно, что не следует надеяться на
уверенную идентификацию составляющих с периодами короче, чем 5 лет. Длина
временного ряда составляет 288 лет, что в теории обеспечивает идентификацию
гармоник с периодами вплоть до 288 лет, но на практике мы может доверять
информации только для гармоник с периодами не длиннее 100 лет.

Значения, составляющие временной ряд лежат в интервале от 0.0 до 190.2.
Среднее значение существенно отлично от нуля (оно равно 48.4), поэтому необ-
ходимо исключение постоянной составляющей. После этого можно произвести
умножение на окно Ханна. После применения окна среднее значение сигнала ста-
новится равно −1.4, что более чем на два порядка меньше диапазона изменения
исходных данных и можно сделать вывод об отсутствии мощного нелинейного
тренда. Проведем все же повторное исключение постоянной составляющей.

113



Рабочая версия На правах рукописи

Перед применением процедуры БПФ дополним временной ряд нулями до дли-
ны в 512 отсчетов. После выполнения БПФ получим массив комплексных чисел
из 512 спектральных отсчетов. Отсчеты с индексами 1 6 n 6 256 умножим на 2
для получения одностороннего спектра. В итоге получим 257 спектральных от-
счетов. На частоте Найквиста (отсчет с номером 256) сосредоточена мощность,
равная 5 · 10−3, что составляет −37.8 дБ по отношению к самой мощной состав-
ляющей и дискретизацию можно считать корректной. На частотах, соответству-
ющих отсчетам при n > 128 сосредоточена суммарная мощность, равная 4.5,
что, однако, составляет всего лишь −17.7 дБ по отношению к суммарной мощ-
ности всех спектральных составляющих. Почти вся мощность сосредоточена в
спектральных отсчетах при 0 6 n 6 128, которые показаны в виде графика на
рисунке 18.

Для интерпретации спектра следует выяснить масштаб по оси частот. При
вычислении спектра использовался временной ряд длиной в 512 отсчетов, поэто-
му спектральному отсчету с индексом n соответствует спектральная компонента
с периодом Tn = 512/n лет. Анализ спектра позволяет выделить следующие спек-
тральные компоненты (мощность приведена в децибелах по отношению к самой
мощной составляющей):

T (лет) 11.1 85.3 10.0 8.3
P (дБ) 0.0 −4.2 −5.0 −9.6

Если первые две спектральные составляющие могут быть непосредственно
обнаружены при внимательном изучении рисунка 17, то четко различимые пе-
риодичности в 11.1, 10.0 и 8.3 лет на графике совершенно неотличимы друг от
друга.

11 Практический корреляционный анализ

В этом разделе рассмотрены приемы практического корреляционного анализа,
позволяющие исследовать корреляционную и спектральную структуру недетер-
минированных сигналов. Отметим, что при рассмотрении корреляционной теории
мы ограничились случаем аналоговых сигналов. Все методы, относящиеся к кор-
реляционной теории дискретных сигналов описаны в настоящем разделе.

11.1 Прямое оценивание

Пусть носитель центрированных стационарных эргодических случайных про-
цессов x(t) и y(t) сосредоточен на отрезке [0, T ]. В этом случае будем говорить
о T -финитном случайном процессе. Для T -финитного случайного процесса фор-
мулу для ККФ можно записать следующим образом:

Kxy(τ) =
1

T

∫ T

0

x(t)y(t + τ)dt.
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Ясно, что носитель ККФ T -финитного случайного процесса сам сосредоточен на
отрезке [−T, T ].

Пусть для сигналов x(t) и y(t) заданы дискретизации (временные ряды) xk

и yk при 0 6 j 6 N − 1. Таким образом, мы полагаем, что временные ряды
содержат равное число отсчетов58. Будем считать, что временные ряды xk и yk

центрированы и xk = yk = 0 при выходе индекса k за пределы диапазона [0, N−1].
Формальное исключение предельного перехода и непосредственная дискретиза-
ция приводят к следующей формуле:

Kxy[j] =
1

N

N−1∑

k=0

xkyk+j.

Здесь мы используем новое обозначение Kxy[j] для того, чтобы всюду явно раз-
личать оценку ККФ дискретного сигнала и обычную ККФ. Последовательность
Kxy[j] является оценкой результата дискретизации кросскорреляционной функ-
ции. Аналогично получается дискретная оценка автокорреляционной функции:

Kxx[j] =
1

N

N−1∑

k=0

xkxk+j.

Отметим, что дискретные оценки корреляционных функций принимают ненуле-
вые значения при −(N − 1) 6 j 6 (N − 1) и содержат 2(N − 1) + 1 = 2N − 1
ненулевых отсчетов. Ясно также, что дискретная оценка АКФ является четной
функцией сдвига j.

Отсчет Kxy[j] кросскорреляционной функции имеет смысл оценки ковариации
между значениями исходных сигналов, отстоящими по времени на j отсчетов.
На практике часто пользуются несмещенной оценкой ковариации. Формула для
ККФ переписываются в этом случае следующим образом:

Kxy[j] =
1

N − j

N−1∑

k=0

xkyk+j.

Отметим, что такая оценка имеет бо́льшую дисперсию и в целом считается менее
надежной59.

Выписанные формулы для дискретных корреляционных функций позволяют
производить вычисления непосредственно во временной области. Такая схема вы-
числения ККФ называется прямым оцениванием. При прямом оценивании ККФ
устойчивость получаемой оценки определяется длиной используемой реализа-
ции. С увеличением длины реализации каждый отсчет корреляционной функции
вычисляется усреднением по большему временному промежутку, что улучшает
статистическую устойчивость оценки. Количество вычисляемых отсчетов кор-
реляционной функции обусловлено природой сигнала — тем, насколько быстро

58Для временных рядов неравной длины можно использовать процедуру дополнения нулями.
59См. Дженкинс Г., Ваттс Д. Спектральный анализ и его приложения. М.: Мир, 1971–1972.

Вып. 1–2.
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в исследуемом случайном процессе происходит затухание корреляций. Обычно
интервал затухания корреляции оказывается значительно меньше длины времен-
ного ряда, так что дискретную оценку корреляционных функций вычисляют при
значениях сдвига |j| 6 M , где M < N . Соответственно интервал задания ККФ
сокращается до отрезка |τ | 6 M∆t, где ∆t — интервал дискретизации данных.

Для T -финитных случайных процессов взаимная спектральная плотность
Sxy(f) определяется как финитное преобразование Фурье кросскорреляционной
функции Kxy(t):

Sxy(f) =

∫ T

−T

Kxy(τ) exp(−i2πfτ)dτ.

Пусть дискретная оценка ККФ Kxy[j] определена при |j| 6 M . В этом случае
ККФ фактически задана при |τ | 6 T ′, где T ′ = M∆t. Формальная замена финит-
ного преобразования Фурье на ДПФ приводит к следующему выражению:

Sxy[n] =
1

2M

2M−1∑
j=0

Kxy[j]W
−jn
2M .

Здесь под Kxy[j] понимается 2M -периодическое продолжение ККФ на отрезок
[0, 2M − 1]. Из соотношения между финитным преобразованием Фурье и ДПФ
получаем

Sxy(n∆f) = 2T ′Sxy[n],

где ∆f = 1/2T ′. Если перейти к безразмерной частоте, положив T ′ = M , то
последнее соотношение примет вид:

Sxy(n∆f) = 2MSxy[n],

где ∆f = 1/2M . Таким образом, последовательность Sxy[n] с точностью до мно-
жителя представляет собой оценку дискретизации взаимной спектральной плот-
ности.

Полученные соотношения позволяют с помощью ДПФ получить оценку Sxy[n]
дискретизации взаимной спектральной плотности по оценке Kxy[j] дискретиза-
ции корреляционной функции. В этом случае длина оцениваемой корреляци-
онной функции определяется требуемым разрешением спектральной плотности
по частоте. Такая процедура оценки корреляционных функций и спектральных
плотностей отличается крайней вычислительной неэффективностью. Уже для вы-
числения оценки корреляционной функции требуется выполнить O(MN) умно-
жений. Ниже описана значительно более экономичная спектральная процедура
вычисления оценок корреляционных функций и спектральных плотностей, ис-
пользующая БПФ и основанная на теореме Винера-Хинчина.

11.2 Циклическая ККФ

Циклической кросскорреляционной функцией N -периодических сигналов xk

и yk называется последовательность Kj, определенная в соответствии с форму-
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лой:

Kj =
1

N

N−1∑

k=0

xkyk+j. (40)

Соответственно циклической автокорреляционной функцией N -периодического
сигнала xk называется последовательность

Kj =
1

N

N−1∑

k=0

xkxk+j. (41)

В этих формулах существенна периодичность временных рядов xk и yk. Для
непериодических сигналов xk и yk, определенных при 0 6 k 6 N − 1, под цик-
лической ККФ понимается ККФ, вычисленная для их N -периодических продол-
жений. Ясно, что последовательность Kj также является N -периодической. В
случае непериодических сигналов между обычной и циклической ККФ имеется
простая связь. Пусть последовательности x̄k и ȳk при 0 6 k 6 N ′ − 1 получены
путем доопределения сигналов xk и yk нулями на отрезок 0 6 k 6 2N − 1 (т.е.
N ′ = 2N). Имеет место следующее соотношение:

Kj =
N

N ′Kxy[j] =
1

2
Kxy[j].

Вычислим циклическую кросскорреляционную функцию последовательностей
xk и yk, заданных своими дискретными спектрами Xn и Yn:

K̂xy[j] =
1

N

N−1∑

k=0

N−1∑
n=0

XnW
kn

N−1∑
m=0

YmW (k+j)m =

=
N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

XnYmW jm 1

N

N−1∑

k=0

W k(n+m) =

=
N−1∑
m=0

X−mYmW jm =
N−1∑
m=0

X∗
mYmW jm

Таким образом

K̂xy[j] =
N−1∑
n=0

X∗
nYnW jn. (42)

Для автокорреляционной функции имеем:

K̂xx[j] =
N−1∑
n=0

|Xn|2W jn. (43)

Полученные формулы составляют содержание теоремы о циклической ККФ.
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11.3 Дискретная спектральная плотность

Дискретным аналогом взаимной спектральной плотности является последова-
тельность

Ŝxy[n] =
1

N

N−1∑
j=0

K̂xy[j]W
−jn
N ,

называемая циклической взаимной спектральной плотностью. Таким образом,
циклическая взаимная спектральная плотность определяется как ДПФ цикличе-
ской кросскорреляционной функции.

11.4 Спектральное оценивание ККФ

Теорема о циклической ККФ позволяет получить следующий эффективный
алгоритм вычисления дискретной кросскорреляционной функции. Пусть времен-
ные ряды xk и yk определены при 0 6 k 6 N − 1, центрированы и требуется
оценить отсчеты ККФ Kxy[j] при |j| 6 M . Образуем временные ряды x̄k и ȳk

путем дополнения исходных временных рядов M нулями справа. Для получен-
ных временных рядов циклическая ККФ K̂x̄ȳ[j] совпадает с кросскорреляционной
функцией Kxx[j] при |j| 6 M . Вычислим спектры X̄n и Ȳn временных рядов x̄k и
ȳk и спектр X̄∗

nȲn циклической кросскорреляционной функции K̂x̄ȳ[j]. Применяя
к полученному спектру обратное ДПФ, мы получаем оценку циклической ККФ
для временных рядов x̄k и ȳk, которая при |j| 6 M совпадает с ККФ временных
рядов xk и yk. Точно так же получается оценка АКФ, но при этом спектр цикли-
ческой АКФ вычисляется как |X̄n|2. При использовании алгоритма БПФ можно
оценить ККФ с временными затратами всего в N log N умножений против MN
умножений в случае прямого оценивания.

Отметим, что после дополнения временных рядов нулями мы получаем новые
временные ряды, состоящие из N ′ = N + M отсчетов. При использовании про-
цедуры БПФ временные ряды x̄k и ȳk еще раз дополняются нулями так, чтобы
число N ′ оказалось целой степенью двойки. В соответствии с теоремой о цик-
лической ККФ полученная оценка K̂x̄ȳ[j] отличается от истинной ККФ Kxy[j]
множителем:

Kxy[j] =
N ′

N
K̂x̄ȳ[j].

При необходимости можно получить и несмещенную оценку ККФ:

Kxy[j] =
N ′

N − j
K̂x̄ȳ[j].

Следует также отметить порядок отсчетов в получаемом при использовании БПФ
векторе отсчетов ККФ. Отсчеты ККФ Kxy[j], соответствующие неотрицательным
значениям индекса j расположены в начале массива, отрицательные же отсчеты
ККФ оказываются расположенными у правого края:

j 0 . . . M . . . N ′ −M . . . N ′ − 1
Kxy[j] Kxy[0] . . . Kxy[M ] . . . Kxy[−M ] . . . Kxy[−1]
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11.5 Оценивание спектральной плотности

Описанный выше спектральный алгоритм оценивания корреляционных функ-
ций фактически использует для вычисления АКФ спектр мощности одной реа-
лизации случайного процесса. В то же время одна реализация не может полно-
стью представлять свойства случайного процесса и ее спектр мощности не дает
адекватной оценки спектра мощности случайного процесса. Спектры мощности
различных реализаций случайного процесса могут сильно отличаться как друг
от друга, так и от спектра мощности случайного процесса.

При прямом оценивании АКФ увеличение длины используемой при вычисле-
нии реализации позволяет повысить статитстическую устойчивость оценки. При
спектральном оценивании имеет место противоположная ситуация — увеличение
длины реализации не приводит к получению более устойчивой оценки спектра
мощности. При увеличении длины выборки появляющаяся дополнительная ин-
формация используется для вычисления большего количества спектральных от-
счетов и мы получаем лишь спектр с более мелким разрешением по частоте. При
переходе к АКФ это приводит к получению АКФ для большего числа значений
аргумента.

Улучшить устойчивость оценки спектра мощности можно, используя теорему
Винера-Хинчина:

Sxx(f) = lim
T→∞

1

T

〈|Xξ(f, T )|2〉
ξ
.

Эта формула по сути содержит два предельных перехода: предельный переход
к бесконечному временно́му промежутку и усреденение по всем реализациям
случайного процесса. На практике длина временно́го промежутка выбирается из
тех же соображений, что и обычно при спектральном анализе (в соответствии
с требуемым разрешением спектра). Усреднение по реализациям можно произ-
вести, вырезая из имеющейся более длинной реализации блоки нужной длины
и рассматривая их как независимые реализации (так можно делать благодаря
эргодичности). Ниже мы конкретизируем эту схему для случая дискретных слу-
чайных процессов.

Пусть исходный временной ряд xk, представляющий реализацию случайного
процесса, содержит N отсчетов: 0 6 k 6 N − 1. Пусть также из условия дости-
жения требуемого разрешения по частоте выбрана длина n временного проме-
жутка, на котором производится вычисление спектра мощности. Будем полагать,
что N = mn и разобьем временной ряд на m смежных n-точечных блоков xj

k, где
0 6 j 6 m− 1 и 0 6 k 6 n− 1:

xj
k = xjn+k.

Центрируем j-й блок xj
k и вычислим его спектр Xj

q . Тогда в качестве оценки
дискретного спектра мощности случайного процесса предлагается использовать
величину

Pq =
1

m

m−1∑
j=0

|Xj
q |2.
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Учитывая, что
X(q∆f, T ) = TXq,

где ∆f = 1/T , имеем 〈|Xξ(q∆f, T )|2〉
ξ

= T 2Pq.

Для дискретной спектральной плотности получим следующее выражение:

Sq = Sxx(q∆f) = TPq =
T

m

m−1∑
j=0

|Xj
q |2.

Если теперь перейти к безразмерной частоте, положив T = N , то мы получим
окончательное выражение:

Sq =
N

m

m−1∑
j=0

|Xj
q |2.

Для увеличения статистической устойчивости оценки энергетического спек-
тра часто рекомендуют усреднять энергетические спектры перекрывающихся от-
резков исходной последовательности. Обычно рекомендуется выбирать отрезки
исходной последовательности таким образом, чтобы соседние отрезки пересека-
лись по n/2 отсчетам. В этом случае xj

k = xjn/2+k (мы получаем 2m− 1 выборок)
и оценка дискретного спектра мощности случайного процесса принимает следу-
ющий вид:

Pq =
1

2m− 1

2(m−1)∑
j=0

|Xj
q |2.

Для дискретной спектральной плотности получим следующую оценку:

Sq =
N

2m− 1

2(m−1)∑
j=0

|Xj
q |2.

Спектральная плотность представляет самостоятельный интерес, но также
позволяет получить еще и оценку автокорреляционной функции. Формально
оценка автокорреляционной функции автоматически получается как обратное
ДПФ от оценки спектральной плотности, но при практическом вычислении сле-
дует учитывать циклический эффект. В том, что в результате обратного ДПФ
получается оценка именно циклической АКФ легко убедиться, положив m = 1
и N = n. От цикличности легко избавиться еще на этапе вычисления оценки
спектральной плотности доопределяя каждое окно M нулями, где M — длина
оцениваемой АКФ.

11.6 Эффекты секционирования

При оценивании спектральной плотности отдельные реализации случайного
процесса получают путем нарезания исходной реализации на блоки равной дли-
ны. Операция вырезания блока эквивалентна наблюдению временного ряда через
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мультипликативное прямоугольное окно, поэтому здесь наблюдаются те же эф-
фекты просачивания, что и при обычном спектральном анализе — спектральные
составляющие «загрязняется» соседними отсчетами спектра. По традиции при
корреляционном анализе случайных процессов эффекты просачивания называют
эффектами секционирования, имея в виду операцию секционирования (нареза-
ния на блоки) исходного временного ряда, приводящую к наложению окна. Влия-
ние секционирования наиболее заметно при спектральном анализе узкополосных
сигналов. Напротив, при анализе шумоподобных сигналов с почти равномерными
спектрами влияние секционирования практически незаметно. При корреляцион-
ном анализе обычно используется временно́е окно, обеспечивающее постепенный
ввод временного ряда на интервал наблюдения и вывод из него, что уменьшает
влияние секционирования.

Обычно используют дискретное окно Ханна вида

gn(k) =
1

2

(
1− cos

2πk

n

)
.

Выясним воздействие окна Ханна на спектр мощности узкополосного сигнала.
Образуем последовательность yk по правилу yk = gn(k)xk. В разделе 10.3 пока-
зано, что спектр сигнала при этом преобразуется по формуле:

Yp =
1

4
(−Xp−1 + 2Xp −Xp+1),

следовательно

|Yp|2 = YpY
∗
p =

[
−1

4
Xp−1 +

1

2
Xp − 1

4
Xp+1

] [
−1

4
X∗

p−1 +
1

2
X∗

p −
1

4
X∗

p+1

]
.

Если сигнал xk представляет собой узкополосный окрашенный шум, то
〈
XpX

∗
q

〉
=

〈|Xp|2
〉
δpq,

где δpq = δp−q и, следовательно

〈|Yp|2
〉

=

(
1

4

)2 〈|Xp−1|2
〉

+

(
1

2

)2 〈|Xp|2
〉

+

(
1

4

)2 〈|Xp+1|2
〉
.

Тогда

∑
p

〈|Yp|2
〉

=

[(
1

4

)2

+

(
1

2

)2

+

(
1

4

)2
]∑

p

〈|Xp|2
〉

=
3

8

∑
p

〈|Xp|2
〉
.

Это равенство характеризует потери, вызванные использованием окна Ханна в
случае узкополосного сигнала. Таким образом, в случае узкополосного сигнала
оценку спектра мощности следует исправить следующим образом:

P ′
q =

8

3
Pq.
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11.7 Кратные гармоники

Корреляционный анализ часто используют для выявления периодичностей,
характерных для исследуемого случайного процесса. При этом проявляются те
же эффекты, что и при обычном спектральном анализе периодических и квази-
периодических сигналов (см. 10.4).

Если x(t) — периодическая функция с периодом T , представленная в виде
ряда Фурье вида

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnf0t),

то ее АКФ имеет вид:

Kxx(τ) =
∞∑

n=−∞
|Cn|2 exp(i2πnf0τ).

Легко вычислить спектральную плотность функции x(t):

S(f) =
∞∑

n=−∞
|Cn|2δ(f − nf0).

Таким образом, спектральная плотность периодического сигнала оказывается
дискретной и содержит помимо основной частоты f0, гармоники с частотами
kf0.

Вычислим корреляционную функцию и спектральную плотность квазиперио-
дического сигнала. Используя представление квазипериодического сигнала в виде

x(t) =
∑

n1,...,nm

Cn1,...,nm exp[i2π(n1f1 + . . . + nmfm)t],

полученное в разделе 10.4 и известное свойство корреляционной функции пери-
одического сигнала, имеем

K(τ) =
∑

n1,...,nm

|Cn1,...,nm|2 exp[i2π(n1f1 + . . . + nmfm)t]

и
S(f) =

∑
n1,...,nm

|Cn1,...,nm|2δ[f − (n1f1 + . . . + nmfm)].

Таким образом, спектральная плотность квазипериодического сигнала содержит
всевозможные линейные комбинации n1f1 + . . . + nmfm его частот f1, . . . , fm.

12 Линейные авторегрессоры

В этом разделе рассмотрена одна из наиболее простых и популярных моделей
сигнала — линейные авторегрессоры60. Авторегрессионная модель является во
многом альтернативным подходом к решению основных задач цифровой обработ-
ки сигналов.

60Макхол Дж. Линейное предсказание. Обзор. //ТИИЭР, 1975, т. 63, N 4.
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12.1 Авторегрессионная модель сигнала

Пусть требуется построить оценку x̂k значения k-го отсчета сигнала xk на
основе данных о предыдущих n отсчетах. Алгоритм получения такой оценки
называется предиктором порядка n. Линейным предиктором61 назовем следу-
ющее выражение для оценки:

x̂k =
n∑

j=1

ajxk−j, (44)

где aj — параметры предиктора. Линейный предиктор часто называют также
авторегрессионной моделью сигнала62 и линейным авторегрессором.

Ясно, что для большинство сигналов точное равенство x̂k = xk не будет вы-
полняться. Ошибкой авторегрессора назовем сигнал εk, определенный формулой

εk = xk − x̂k.

В новых обозначения равенство

xk = x̂k + εk =
n∑

j=1

ajxk−j + εk (45)

становится точным для любого сигнала xk.

12.2 Определение коэффициентов авторегрессора

Коэффициенты авторегрессионной модели определяются с помощью метода
наименьших квадратов. Определим среднеквадратичную ошибку авторегрессора
по формуле

E =
1

2

∑

k

ε2
k =

1

2

∑

k

(
xk −

n∑
j=1

ajxk−j

)2

.

Выберем коэффициенты aj таким образом, чтобы минимизировать ошибку E.
Соответствующие коэффициенты aj находятся из уравнения

∂E

∂as

= 0,

где 1 6 s 6 n. Частные производные легко вычисляются явно:

∂E

∂as

= −
∑

k

(
xk −

n∑
j=1

ajxk−j

)
xk−s.

61linear predictor (LP)
62autoregressive model (ARM)
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и уравнения для коэффициентов принимают вид

∑

k

(
xk −

n∑
j=1

ajxk−j

)
xk−s = 0.

Преобразуем полученную систему уравнений к виду

n∑
j=1

aj

∑

k

xk−jxk−s =
∑

k

xkxk−s.

Заметим теперь, что ∑

k

xk−jxk−s =
∑

k

xkxk−|j−s|.

Введем обозначение
rm = 〈xkxk−m〉 .

В новых обозначениях система уравнений для коэффициентов принимает вид

n∑
j=1

ajr|j−s| = rs, (46)

где 1 6 s 6 n. Последняя формула представляет собой систему из n линейных
уравнений относительно коэффициентов aj и может быть решена одним из из-
вестных прямых методов. Для того, чтобы составить эту систему, необходимо
вычислить значения величин rm при всех 0 6 m 6 n− 1.

12.3 Корреляционный смысл авторегрессора

В этом разделе нам будет удобно переписать формулу (46) следующим обра-
зом:

n∑
j=1

aj 〈xk−jxk−s〉 = 〈xkxk−s〉 .

Умножая уравнение авторегрессора на xk−m и усредняя, получим:

〈xkxk−m〉 =
n∑

j=1

aj 〈xk−jxk−m〉+ 〈εkxk−m〉 ,

откуда, учитываю предыдущее равенство, сразу имеем

〈εkxk−m〉 = 0 (∗)
при 1 6 m 6 n. Таким образом, выбор коэффициентов авторегрессора из усло-
вия минимума среднеквадратичной ошибки авторегрессора приводит к тому, что
отсчеты исходного сигнала и сигнала ошибки в различные моменты времени
оказываются некоррелированными, если расстояние между ними не превосходит
порядка авторегрессора.
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Умножая уравнение авторегрессора на xk−m и усредняя, вычислим ковариа-
цию исходного сигнала и сигнала ошибки:

〈xkεk〉 =
n∑

j=1

aj 〈xk−jεk〉+ 〈εkεk〉 ,

откуда с учетом (∗) получаем

〈xkεk〉 = 〈εkεk〉 . (∗∗)
Умножим теперь уравнение авторегрессора на xk и снова усредним:

〈xkxk〉 =
n∑

j=1

aj 〈xk−jxk〉+ 〈εkxk〉 .

Используя равенство (∗∗), пераишем это уравнение следующим образом:

〈xkxk〉 =
n∑

j=1

aj 〈xk−jxk〉+ 〈εkεk〉 .

В наших старых обозначениях это равенство принимает вид:

r0 =
n∑

j=1

ajrj +
〈
ε2

k

〉
. (∗ ∗ ∗)

12.4 Рекуррентный алгоритм

До этого момента мы изучали авторегрессионную модель в предположении,
что ее порядок n фиксирован. Рассмотрим задачу о выборе оптимального порядка
авторегрессора.

Пусть выбрана некоторая предиктивная модель сигнала (т.е. модель, пред-
сказывающая текущий отсчет сигнала по предыдущим). Пусть также сигнал
xk детерминирован, т.е. текущий отсчет однозначно определяется предыдущи-
ми. Детерминированность сигнала не означает, что данная модель способна его
предсказывать, но гарантирует существование такой модели. Ошибка модели εk,
определяется так же как в случае авторегрессионной модели: εk = xk− x̂k, где x̂k

— предсказанное моделью значение k-го отсчета. Выбор модели фиксирует класс
сигналов, которые она может точно предсказывать, т.е. класс сигналов, кото-
рые являются детерминированными с точки зрения этой модели. Ошибка модели
является по существу той частью сигнала, которая с точки зрения выбранной
модели является шумом.

Таким образом, сигнал εk определяет ту составляющую сигнала, которую вы-
бранная нами модель считает шумовой. Чем ближе к «истинному» шуму ошиб-
ка модели (шум с точки зрения модели), тем с бо́льшей уверенностью можно
утверждать, что модель адекватно выделила детерминированную составляющую
сигнала. Таким образом, если модель выделяет в качестве ошибки белый шум,
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то можно считать, что она выделила из сигнала все детерминированные состав-
ляющие и остаток (ошибка) является истинным (белым) шумом.

Мы приходим к следующей стратегии выбора порядка авторегрессора. Будем
увеличивать порядок n от единицы до тех пор, пока спектр ошибки авторегрес-
сора не станет белым. Дальнейшее увеличение порядка авторегрессора бессмыс-
сленно поскольку модель уже выделила все детерминированные составляющие.

При использовании описанного выше алгоритма выбора порядка авторегрес-
сора важно уметь эффективно увеличивать его порядок т.е. находить коэффици-
енты авторегрессора следующего порядка без их полного пересчета. Ниже описан
рекуррентный алгоритм вычисления коэффициентов авторегрессора.

Пусть a
(n)
k — коэффициенты авторегрессора порядка n. Выпишем полностью

систему уравнений (46):




r0 r1 . . . rn−1

r1 r0 . . . rn−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn−1 rn−2 . . . r0







a
(n)
1

a
(n)
2
...

a
(n)
n


 =




r1

r2
...
rn




и перепишем ее в более удобной для дальнейшего эквивалентной форме:




r0 r1 . . . rn

r1 r0 . . . rn−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn rn−1 . . . r0







1

−a
(n)
1
...

−a
(n)
n


 =




α(n)

0
...
0


 , (∗)

где

α(n) = r0 −
n∑

k=1

a
(n)
k rk =

〈
(ε

(n)
k )2

〉
.

Здесь ε
(n)
k — шум авторегрессора порядка n.

Расширим формально матрицу коэффициентов, дописав к ней один столбец
и одну строку так, чтобы она совпала с соответствующей матрицей для авторе-
грессора порядка n + 1:




r0 r1 . . . rn rn+1

r1 r0 . . . rn−1 rn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn rn−1 . . . r0 r1

rn+1 rn . . . r1 r0







1

−a
(n)
1
...

−a
(n)
n

0




=




α(n)

0
...
0

β(n)




, (A)

где

β(n) = rn+1 +
n∑

k=1

rn−(k−1)a
(n)
k .
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Перепишем последнюю систему уравнений в следующей эквивалентной (проверь-
те!) форме: 



r0 r1 . . . rn rn+1

r1 r0 . . . rn−1 rn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn rn−1 . . . r0 r1

rn+1 rn . . . r1 r0







0

−a
(n)
n

...
−a

(n)
1

1




=




β(n)

0
...
0

α(n)




. (B)

Сложим теперь системы (A) и (B) почленно, умножив элементы второй из них
на k(n):




r0 r1 . . . rn rn+1

r1 r0 . . . rn−1 rn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn rn−1 . . . r0 r1

rn+1 rn . . . r1 r0







1

−a
(n)
1 − k(n)a

(n)
n

...
−a

(n)
n − k(n)a

(n)
1

k(n)




=




α(n) + k(n)β(n)

0
...
0

β(n) + k(n)α(n)




. (C)

Выпишем также систему (∗) для авторегрессора порядка n + 1:



r0 r1 . . . rn rn+1

r1 r0 . . . rn−1 rn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn rn−1 . . . r0 r1

rn+1 rn . . . r1 r0







1

−a
(n+1)
1
...

−a
(n+1)
n

−a
(n+1)
n+1




=




α(n+1)

0
...
0
0




. (D)

Сравнивая системы (C) и (D), получим:

k(n) = −β(n)/α(n),

α(n+1) = α(n) + k(n)β(n),

a
(n+1)
k = a

(n)
k + k(n)a

(n)
n−(k−1),

a
(n+1)
n+1 = −k(n).

Полученные формулы образуют полную систему рекуррентных соотношений,
позволяющую перейти от авторегрессора порядка n к авторегрессору порядка
n + 1. На первом шаге n = 1 и все параметры легко вычисляются:

a
(1)
1 = r1/r0,

α(1) = r0 − a
(1)
1 r1 = (r2

0 − r2
1)/r0,

β(1) = r2 + r1a
(1)
1 = r2 + r2

1/r0.

12.5 Авторегрессионные сигналы

Пусть для сигнала xk выполнено соотношение

xk =
n∑

j=1

ajxk−j. (47)

127



Рабочая версия На правах рукописи

Такие сигналы будем называть авторегрессионными или сигналами, порожден-
ными авторегрессором. Исследуем структуру авторегрессионного сигнала.

Пусть xk = z−k. Тогда xk−j = z−kzj = xkz
j и соотношение для авторегресси-

онного сигнала принимает вид
n∑

j=1

ajz
j = 1.

Положим a0 = −1 и перепишем последнее уравнение в виде
n∑

j=0

ajz
j = 0. (48)

Последнее уравнение представляет собой алгебраическое уравнение степени n
относительно переменной z. Пусть z — решение уравнения (48). Представим
(комплексное) число z в экспоненциальной форме

z = |z|eiϕ.

Тогда одним из авторегрессионных сигналов является сигнал вида

xk = z−k = |z|−ke−ikϕ.

Ясно, что каждому из n корней уравнения (48) соответствует авторегрессионный
сигнал. Такие сигналы будем называть собственными сигналами авторегрессора.

Легко показать (мы оставляем это в качестве упражнения), что произвольный
авторегрессионный сигнал может быть представлен в виде линейной комбинации
собственных сигналов авторегрессора. Коэффициенты линейной комбинации мо-
гут быть найдены из условия равенства значений линейной комбинации отсчетам
сигнала в первых n точках. Доказательство последних двух утверждений почти
дословно повторяет доказательство теоремы о размерности пространства реше-
ний однородного дифференциального уравнения порядка n.

Рассмотрим собственный авторегрессионный сигнал, соответствующий реше-
нию z уравнения (48). Такой сигнал представляет собой гармонику exp(−ikϕ),
амплитуда которой меняется во времени по закону |z|−k. Если |z| < 1 то ампли-
туда гармоники неограниченно растет с течением времени, что не может реали-
зоваться в устойчивой физической системе. В дальнейшем такими собственными
сигналами мы заниматься не будем; если имеется хотя бы один неограниченный
по амплитуде собственный сигнал, то говорят, что авторегрессор неустойчив. Ес-
ли |z| > 1, то собственный сигнал оказывается ограниченным; регрессор, имею-
щий только ограниченные собственные сигналы называют устойчивым. В случае
|z| = 1 получается чистая гармоника, а в случае |z| > 1 гармоника оказывается
экпоненциально затухающей.

12.6 Спектральный анализ авторегрессора

Рассмотрим устойчивый авторегрессор вида (45). Такой авторегрессор можно
рассматривать как рекуррентный фильтр, преобразующий входной сигнал εk в
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Рис. 19: Авторегрессионный фильтр

выходной сигнал xk по правилу (45). Схема соответствующего фильтра показана
на рисунке 19. Можно сказать, что гипотетический процесс εk воздействует на
вход некоторой системы, на выходе которой наблюдается анализируемый сигнал
xk.

Вычислим частотную характеристику авторегрессионного фильтра. Пусть
входной сигнал εk имеет спектр E(f), а выходному сигналу xk соответству-
ет спектр X(f). Из линейности следует соотношение X(f) = H(f)E(f), где
H(f) — частотная характеристика фильтра. Если εk = exp(i2πfk), то xk =
H(f) exp(i2πfk). Подставляя эти выражения для сигналов xk и εk в уравнение
авторегрессора (45), получаем

H(f) =

[
1−

n∑
j=1

aj exp(−i2πfj)

]−1

.

Таким образом, по коэффициентам авторегрессора может быть найдена частотная
характеристика соответствующего авторегрессионного фильтра.

Если предположить, что спектр сигнала εk известен, то спектра сигнала xk

может быть вычислен по формуле

X(f) = H(f)E(f) = E(f)

[
1−

n∑
j=1

aj exp(−i2πfj)

]−1

.

Если порядок и коэффициенты авторегрессионной модели удалось выбрать так,
что спектр ошибки достаточно близок с спектру белого шума т.е. E(f) ≈ 1, то в
качестве оценки спектра сигнала xk можно выбрать величину

X̂(f) = H(f) =

[
1−

n∑
j=1

aj exp(−i2πfj)

]−1

.

Последняя формула называется авторегрессионной оценкой спектра. Отметим,
что большинство авторегрессионных сигналов имеет сплошной спектр и авторе-
грессионная модель оказывается весьма эффективной при моделировании сигна-
лов со сплошным спектром. Важно также, что в большинстве случаев авторе-
грессоры малой размерности характеризуются авторегрессионными сигналами с
достаточно сложным спектром.

129



Рабочая версия На правах рукописи

13 Локальный спектральный анализ

При использовании преобразования Фурье информация о спектральном со-
ставе сигнала осредняется по времени. Если спектральный состав сигнала из-
меняется с течением времени, то аппарат классического спектрального анали-
за оказывается неприменимым. В этом случае хотелось бы иметь возможность
выяснить спектральный состав в каждый момент времени т.е. локальный спек-
тральный состав сигнала. Простым примером локальной по времени информа-
ции о спектральном составе является нотная запись, которая определяет ноты
(частоты), звучащие в каждый момент времени. Известно несколько способов
получения локальной спектральной информации. Здесь мы обсудим локальный
спектральный анализ скользящим окном, интегральные вейвлетные преобразо-
вания и дискретные вейвлетные разложения.

Вейвлетные преобразования — относительно новый вид спектральных пре-
образований, обладающий многими замечательными свойствами. Первоначально
вейвлетные разложения были использованы французским геофизиком Ж. Мор-
ле63 в начале 80-х годов для анализа сигналов сейсмической природы как эмпири-
ческий метод моделирования процесса распространения сейсмического сигнала в
земной коре. И. Мейер64, С. Малла65 и И. Добеши66 в 1985–1988 гг. разработали
строгую теорию вейвлетных преобразований. В настоящее время аппарат вей-
влетных разложений широко применяется в прикладной математике для анализа
и обработки сигналов различной природы. Вейвлетное преобразование оказалось
хорошо приспособленным для спектрального анализа широкополосных нестаци-
онарных сигналов.

13.1 Спектральный анализ скользящим окном

Попробуем получить информацию о локальном спектральном составе сигнала,
используя описанный выше аппарат преобразования Фурье. Первое, что приходит
в голову — разрезать сигнал на куски и анализировать их по отдельности.

Известен совсем простой метод грубой оценки спектрального состава каждого
из полученных кусков с помощью подсчета числа переходов через нуль. Центри-
руем каждый кусок (т.е. вычтем из каждого отсчета среднее значение сигнала
на анализируемом участке) и посчитаем число пересечений сигналом нулевого
уровня. Пусть n0 — среднее число пересечений нуля за единицу времени. Для
синусоидального сигнала с частотой f0 имеет место соотношение:

n0 = 2f0.

Несмотря на простоту, описанный метод грубой оценки доминирующей частоты
сигнала широко используется при анализе речевых сигналов для различения
вокализованных и фрикативных звуков.

63Jean Morlet
64Yves Meyer
65Stephane Mallat
66Ingrid Daubechies
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Более точный метод локального анализа связан с вычислением спектров от-
дельных кусков. Формализация этой идеи приводит к описанной ниже схеме
спектрального анализа скользящим окном.

Пусть окно wτ (t) представляет собой функцию, носитель которой сосредото-
чен на отрезке [−τ/2, τ/2]. Вырежем с помощью этого окна из исходного сигнала
x(t) участок

xτ (s, t) = x(t + s)wτ (s).

Определим локальный интегральный спектр сигнала x(t) в момент времени t как
преобразование Фурье участка xτ (s, t) исходного сигнала т.е. формулой:

Xτ (f, t) =

∫ ∞

−∞
xτ (s, t) exp(−i2πfs)ds.

Фактически при каждом значении t здесь производится обычный спектральный
анализ участка исходного сигнала, локализованного в τ -окрестности момента
времени t.

Перепишем формулу для локального интегрального спектра следующим об-
разом:

Xτ (f, t) =

∫ ∞

−∞
x(t + s)wτ (s) exp(−i2πfs)ds

и произведем замену переменной виде t + s = p:

Xτ (f, t) =

∫ ∞

−∞
x(p)wτ (p− t) exp(−i2πf(p− t))dp. (49)

Последняя формула напоминает формулу для интегрального преобразования
Фурье, в которой гармоника exp(−i2πfs) заменена на функцию wτ (s −
t) exp(−i2πf(s−t)). Эта функция представляет собой гармонику, локализованную
окном wτ (s) в τ -окрестности точки t.

На практике преобразование Фурье как обычно заменяется на ДПФ, а в
качестве окна используется окно Ханна. Зафиксируем ширину M окна Ханна:

gM(j) =
1

2

(
1− cos

2πj

M

)
.

Участок сигнала, локализованный вблизи момента времени k, определяется фор-
мулой

xM(j, k) = xk+jgM(j).

Вычислим для этого сигнала дискретное преобразование Фурье:

XM(n, k) =
M∑

j=0

xM(j, k)W−jn
M .

Локальный дискретный спектр XM(n, k) определяет спектральный состав сиг-
нала xj в M -окрестности момента времени k. Отметим, что при практическом
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использовании локального спектрального анализа перед выполнение ДПФ каж-
дого участка сигнала выполняют обычные для спектральног анализа операции
исключения постоянной составляющей и дополнения нулями.

Локальный дискретный спектр является функцией двух индексов и обычно
изображается в виде так называемой спектрограммы. Спектрограмма изобража-
ется на координатной плоскости, у которой ось абсцисс представляет время (ин-
декс k), а по оси ординат откладывается частота (индекс n). Сама спектрограмма
представляет собой картинку в градациях серого; яркость точки с координата-
ми (k, n) определяется мощностью |XM(n, k)|2 соответствующей спектральной
составляющей. Следует отметить, что обычно при сдвиге окна на один отсчет
изменение спектра оказывается ничтожно малым, поэтому при рисовании спек-
трограммы можно использовать больший шаг по времени k.

Рассмотрим вопрос о выборе ширины M окна, которая определяет длину
участка, анализируемого на каждом шаге. Длина временного ряда при ДПФ
определяет предельное разрешение по частоте и самую низкочастотную гармо-
нику, которая может быть идентифицирована по спектру. Таким образом, ширину
окна при локальном спектральном анализе следует выбирать, исходя из того, ка-
кую точность локализации спектральных составляющих по частоте мы хотим
получить. С другой стороны, ширина окна определяет также точность локализа-
ции спектральной составляющей по времени. Широкое окно позволяет получить
высокое разрешение по частоте, но точность временной локализации не превыша-
ет ширины окна. Узкое окно дает хорошую локализацию по времени, но частота
самой спектральной составляющей определяется весьма грубо.

13.2 Скользящее БПФ

При локальном спектральном анализе вычисление БПФ является самой мас-
совой и критичной по времени операцией. Пусть задана последовательность xk

из которой вырезаются окна длиной N т.е. при каждом заданном m по после-
довательности xk формируется последовательность yk = xm+k при 0 6 k < N .
Если для всех последовательностей ym

k требуется вычислить БПФ, то существует
схема, более экономичная, чем непосредственное вычисление БПФ для каждой
последовательности ym

k .
Выпишем формулу для искомой последовательности спектров:

Xm
n =

1

N

N−1∑

k=0

xm+kW
−kn
N . (∗)

Попробуем выразить Xm+1
n через Xm

n , сделав замену l = k + 1:

Xm
n =

1

N

N−1∑

k=0

x(m+1)+kW
−kn
N =

1

N

N∑

l=1

xm+lW
−(l−1)n
N = W n

N

1

N

N∑

l=1

xm+lW
−ln
N .

Сравнивая последнее выражение с (∗), получим:

Xm+1
n = W n

N

(
Xm

n − xm

N
W−0n

N +
xm+N

N
W−Nn

N

)
= W n

N

(
Xm

n − xm

N
+

xm+N

N

)
.
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Вычисление последовательности спектров в соответствии с последней формулой
называется алгоритмом скользящего БПФ.

Вычисление последовательности спектров Xm
n по схеме скользящего БПФ

требует выполнения N умножений. Обычно интерес представляют не все спектры
из последовательности Xm

n , а только элементы подпоследовательности XjL
n , где

L — шаг по времени между последовательными спектрами. Переход от спектра
XjL

n к спектру X
(j+1)L
n требует L-кратного вычисления по формуле скользящего

БПФ. В этом случае схема скользящего БПФ становится эффективнее прямого
вычисления БПФ каждой последовательности xjL+k если выполнено неравенство
L < C log N , где C — константа, зависящая от реализации БПФ.

Схема скользящего БПФ имеет существенные недостатки: она несовместима
с использованием мультипликативных окон во временной области, не позволя-
ет использовать дополнение нулями для повышения спектрального разрешения
и при длительном наблюдении за спектром зачастую ведет к накоплении по-
грешностей. Мультипликативное временно́е окно можно заменить сглаживани-
ем спектра, невозможность использования дополнения нулями не очень обреме-
нительна, но накопление погрешности может стать серьезным препятствием. В
целом во всех случаях, когда это возможно следует использовать прямое вычис-
ление БПФ, обращаясь с схеме скользящего БПФ только в задачах, предельно
критичных по времени вычисления локального спектра.

13.3 Интегральное вейвлетное преобразование

Основную проблему в локальном спектральном анализе скользящим окном
составляет выбор ширины анализирующего окна. В то же время эта проблема
может быть легко решена, если при идентификации низкочастотных спектраль-
ных составляющих использовать широкое окно, а высокочастотных — узкое. При
этом точность локализации по времени, зависящая от ширины окна, будет про-
порциональна периоду спектральной составляющей. Это — лучшее, чего можно
ожидать, поскольку невозможно локализовать гармонику по времени с точность,
большей, чем длина ее периода. Описанная идея реализуется в рамках инте-
грального вейвлетного преобразовавния.

Интегральное вейвлетное преобразование67 h(k, t) сигнала x(t) относитель-
но вейвлеты g(t) определим при k > 0 формулой:

h(k, t) = k−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)g∗

[
s− t

k

]
ds. (50)

Ниже будет дано определение вейвлеты, пока же полезно иметь в виду формулу
для наиболее широко используемой вейвлеты Морле

gm(t) = exp(−t2/2) exp(i2πf0t).

Эта формула имеет структуру, сходную со структурой анализирующей функции,
используемой в спектральном анализе скользящим окном: в обоих случаях гар-
моника умножается на локализующее окно. В качестве окна здесь использована

67wavelet transform
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функция Гаусса
g0(t) = exp(−t2/2).

Обозначив
gk(t) = k−1/2g(t/k),

перепишем формулу для вейвлетного преобразования:

h(k, t) =

∫ ∞

−∞
x(s)g∗k(s− t)ds =

∫ ∞

−∞
x(t + s)g∗k(s)ds.

Можно заметить сходство между интегральным вейвлетным преобразованием и
локальным спектральным анализом скользящим окном (формула (49)): с точ-
ностью до обозначений при спектральном анализе скользящим окном анало-
гом вейвлеты является произведение окна wτ (t) и анализирующей гармоники
exp(−i2πft). Основное различие этих формул состоит в выборе ширины окна:
при спектральном анализе скользящим окном ширина окна постоянна и не зави-
сит от частоты колебаний анализирующей гармоники; при вейвлетном преобра-
зовании изменение частоты производится путем масштабирования вейвлеты g(t),
что приводит к одновременному изменению ширины локализующего окна.

Множитель k−1/2 осуществляет нормировку: он обеспечивает равную мощ-
ность функций gk(t) при всех k > 0:

∫ ∞

−∞
|gk(s)|2ds =

∫ ∞

−∞
|g(s/k)|2 d(s/k) =

∫ ∞

−∞
|g(s)|2ds.

Отметим особенности терминологии, принятой в вейвлетном анализе: пара-
метр k называют масштабом68. При малых k, когда фактически происходит сжа-
тие анализирующей вейвлеты, говорят о мелком масштабе (выделяются мелко-
масштабные составлющие сигнала); наоборот, при больших значениях параметра
k, когда происходит растяжение анализирующей вейвлеты, говорят о крупном
масштабе (выделяются крупномасштабные составлющие сигнала).

13.4 Вейвлетное преобразование в спектральной области

Выясним связь между интегральным вейвлетным преобразованием и преоб-
разованием Фурье. Зафиксировав значение масштаба k и рассмотрев вейвлетный
спектр h(k, t) как функцию времени, получаем возможность определить преоб-
разование Фурье H(k, f) вейвлетного спектра:

H(k, f) =

∫ ∞

−∞
h(k, t) exp(−i2πft)dt.

Имеем

H(k, f) =

∫ ∞

−∞
k−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)g∗

[
s− t

k

]
ds exp(−i2πft)dt =

= k−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)

∫ ∞

−∞
g∗

[
s− t

k

]
exp(−i2πft)dtds.
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Производя в последнем равенстве замену q = (s− t)/k, получим

H(k, f) = k−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)

∫ ∞

−∞
g∗(q) exp(−i2πf(s− kq))kdqds =

= k1/2

∫ ∞

−∞
x(s) exp(−i2πfs)ds

∫ ∞

−∞
g∗(q) exp(i2πfkq)dq.

Если G(f) — преобразование Фурье вейвлеты g(t):

G(f) =

∫ ∞

−∞
g(t) exp(−i2πft)dt,

то

G∗(f) =

∫ ∞

−∞
g∗(t) exp(i2πft)dt.

Окончательно имеем
H(k, f) = k1/2X(f)G∗(kf). (51)

Полученная формула показывает, что сечение вейвлетного спектра на мас-
штабе k представляет собой результат обработки сигнала фильтром с частотной
характеристикой k1/2G∗(kf). Таким образом, каждый все более мелкий (малые
k) масштабный уровень вейвлетного спектра образуется при использовании
фильтра со все более широкой полосой пропускания и, поэтому, он содер-
жит детали, появляющиеся при рассмотрении сигнала с соответствующим
этому масштабу все более высоким разрешением.

Вычислим спектр Gm(f) вейвлеты Морле. Спектр функции Гаусса g0(t) отно-
сится к классическим спектрам:

G0(f) = (2π)1/2g0(2πf).

Умножение на гармонику exp(i2πf0t) приводит к сдвигу спектра вдоль оси частот:

Gm(f) = (2π)1/2g0[2π(f − f0)].

13.5 Вычисление вейвлетного спектра

На практике интегральный вейвлетный спектр вычисляется по сигналу x(t),
заданному временны́м рядом xj, при 0 6 j < N . Как обычно, считается, что
xj = x(jτ), где τ > 0 — интервал дискретизации. Быстрый алгоритм основан на
дискретизации формулы (51) и замене преобразования Фурье быстрым преобра-
зованием Фурье.

Пусть X(f) — спектр сигнала x(t):

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft),

и Xn — ДПФ временного ряда xk:

Xn =
1

N

N−1∑
j=0

xj exp(−i(2π/N)jn).

135



Рабочая версия На правах рукописи

Напомним, что если для сигнала x(t) выполнено условие одновременной фи-
нитности во временной и спектральной областях, причем носитель сигнала x(t)
лежит на отрезке [0, T ], то выполнено соотношение:

X(n∆f) = Xn,

где ∆f = 1/T .
В нашем случае T = Nτ и ∆f = 1/(Nτ). С учетом периодичности ДПФ

имеем:

TXn =

{
X(n∆f), 0 6 n 6 N/2,

X((n−N)∆f), N/2 < n < N
.

Аналогично, если Hn(k) — ДПФ дискретизации h(k, jτ) сечения вейвлетного
спектра h(k, t) при фиксированном k, то выполнено соотношение:

THn(k) =

{
H(k, n∆f), 0 6 n 6 N/2,

H(k, (n−N)∆f), N/2 < n < N
.

Если определить последовательность Gn(k) формулой

Gn(k) =

{
G(kn∆f), 0 6 n 6 N/2,

G(k(n−N)∆f), N/2 < n < N

то формулу (51) можно будет переписать в следующем виде:

Hn(k) = k1/2XnG
∗
n(k). (∗)

Теперь сечение вейвлетного спектра h(k, jτ) при фиксированном k может быть
вычислено как обратное дискретное преобразование Фурье последовательности
Hn(k).

Окончательная схема быстрого вычисления вейвлетного преобразования вы-
глядит следующим образом. Вычисляем дискретное преобразование Фурье Xn

последовательности xj. Для каждого фиксированного k вычисляем последова-
тельность Hn(k) по формуле (∗∗). Обратное преобразование Фурье последова-
тельности Hn(k) дает сечение вейвлетного спектра h(k, jτ) при заданном k. От-
метим, что вычисление вейвлетного спектра с использованием быстрого преоб-
разования Фурье по приведенным выше формулам корректно только вдали от
границ отрезка задания исходной функции, поскольку на границах вносится су-
щественная погрешность, связанная с так называемым циклическим эффектом.
Дело в том, что при вычислениях в частотной области с помощью ДПФ фак-
тически вычисляется вейвлетное преобразование периодического продолжения
исходного сигнала. Для устранения циклического эффекта следует дополнить
исходные данные нулями на длину, соответствующую максимальной эффектив-
ной ширине используемой вейвлеты. Не следует также забывать об операции
исключения постоянной составляющей, которая всегда выполняется перед спек-
тральным анализом данных.
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Оценим трудоемкость предложенного алгоритма. Пусть требуется вычислить
вейвлетный спектр при K значениях масштабного параметра k. Дискретное
преобразование Фурье последовательности xk вычисляется лишь однажды, что
требует O(n log2 n) операций; на вычисление каждой последовательности Hn(k)
тратится O(n) умножений (без учета затрат на вычисление значений функции
G(kf)); переход от последовательности Hn(k) к последовательности h(k, jτ) тре-
бует еще O(n log2 n) операций на каждое значение k. Окончательно получим
O(n log2 n + Kn + Kn log2 n) = O(Kn log2 n) операций.

Рассмотрим вопрос о выборе набора значений масштабного параметра k, при
которых производится вычисление сечений вейвлетного спектра. На выбранном
интервале [kmin, kmax] масштаб k изменяется экспоненциально:

kj = kmin2
j∆j, 0 6 j 6 jmax.

Интервал, на котором масштаб k изменяется в 2 раза называют октавой. Шаг
∆j выбирается так, чтобы при изменении j на M единиц масштаб k пробегал
полную октаву т.е. ∆j = 1/M . В этом случае параметр M определяет коли-
чество масштабных уровней, приходящихся на октаву т.е. частоту дискретиза-
ции вейвлетного спектра по оси масштабов. Максимальное значение параметра
j определяется формулой:

jmax =
1

∆j
log2

kmax

kmin

= M log2

kmax

kmin

.

13.6 Обратное вейвлетное преобразование

В этом разделе мы докажем формулу обращения вейвлетного преобразования
и уточним определение вейвлеты.

Обратное интегральное вейвлетное преобразование задается формулой:

x(t) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−5/2

∫ ∞

−∞
h(k, s)g

[
t− s

k

]
dsdk, (∗)

где cg — константа, значение которой полностью определено вейвлетой g(t):

cg/2 =

∫ ∞

0

f−1|G(f)|2df =

∫ ∞

0

f−1|G(−f)|2df < ∞. (∗∗)

Функция g(t) называется вейвлетой если выполнено условие (∗∗). В этом случае
формула (∗) обратного интегрального вейвлетного преобразования имеет смысл
и вейвлетное преобразование обратимо, а вейвлетный спектр h(k, t) полностью
определяет функцию x(t).

Рассмотрим требования, которые накладывает на функцию g(t) условие (∗∗).
Интеграл содержит две особенности — в нуле и на бесконечности. Для сходимо-
сти на бесконечности достаточно чтобы функция |G(f)| вела себя при достаточно
больших значениях f как f−α при произвольном α > 0 т.е. требуется некоторая
(минимальная) гладкость вейвлеты g(t), но сходимость на бесконечности име-
ет место уже для разрывных функций, имеющих только разрывы первого рода.
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Для сходимости в нуле достаточно чтобы спектр G(f) был непрерывен в нуле и
выполнялось равенство G(0) = 0 т.е.∫ ∞

−∞
g(t)dt = 0.

Таким образом, от вейвлеты по сути требуется только, чтобы ее среднее значение
было нулевым.

Вейвлета Морле не является вейвлетой в строгом смысле, поскольку Gm(0) =
(2π)1/2g0(−2πf0) 6= 0. Положение легко исправить, слегка изменив определение:

ḡm(t) = g0(t)[exp(i2πft)− g0(−2πf0)].

В этом случае

Ḡm(f) = (2π)1/2g0[2π(f − f0)]− (2π)1/2g0(2πf)g0(−2πf0)

и Ḡm(0) = 0. На практике обычно используются значения f0 ∼ 1, так что опи-
санная поправка оказывается ничтожно малой и ею пренебрегают.

Следует отметить, что формула для обратного интегрального вейвлетного
преобразования представляет чисто теоретический интерес и не применяется на
практике. Дело в том, что интегральный вейвлетный спектр на практике можно
вычислить только для конечного набора значений масштаба k, а обратное вей-
влетное преобразование очень чувствительно к искажению масштабной инфор-
мации. К сожалению, нет никаких разумных соображений относительно выбора
способа дискретизации вейвлетного спектра вдоль оси масштабов.

Докажем что формула (∗) восстанавливает исходный сигнал по вейвлетному
спектру. Для этого определим сигнал y(t) в соответсвии с формулой (∗):

y(t) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−5/2

∫ ∞

−∞
h(k, s)g

[
t− s

k

]
ds dk

и докажем, что y(t) = x(t). В действительности мы будем доказывать равенство
Y (f) = X(f). Имеем

Y (f) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−5/2

∫ ∞

−∞
h(k, s)

∫ ∞

−∞
g

[
t− s

k

]
exp(−i2πft)dtdsdk.

Сделаем замену q = (t− s)/k:

Y (f) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−5/2

∫ ∞

−∞
h(k, s)

∫ ∞

−∞
g(q) exp(−i2πf(kq + s))kdqdsdk =

= 2c−1
g

∫ ∞

0

k−3/2

∫ ∞

−∞
h(k, s) exp(−i2πfs)ds

∫ ∞

−∞
g(q) exp(−i2πkfq)dqdk =

= 2c−1
g

∫ ∞

0

k−3/2H(k, f)G(kf)dk.

Используя равенство (51) перепишем последнюю формулу в следующем виде:

Y (f) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−1X(f)G∗(kf)G(kf)dk = X(f) · 2c−1
g

∫ ∞

0

k−1|G(kf)|2dk.

Проводя при f > 0 замену p = fk, а при f < 0 замену p = −fk, убеждаемся, что
благодаря условию (∗∗) выполнено равенство Y (f) = X(f).
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13.7 Интерпретация вейвлетного спектра

Проведенные выше аналогии между интегральным вейвлетным преобразова-
нием и локальным спектральным анализом скользящим окном позволяют рас-
смативать вейвлетный спектр как вариант спектрограммы (по крайней мере в
случае вейвлеты Морле). В этом разделе приведены некоторые важные детали.

Для интерпретации вейвлетного спектра h(k, t) большое значение имеет фор-
мула Парсеваля. Определим мгновенный вейвлетный спектр мощности w(k, t)
формулой

w(k, t) = |k−1h(k, t)|2.
Спектром мощности масштабов называется результат интегрирования мгно-
венного спектра мощности по времени:

w(k) =

∫ ∞

−∞
w(k, t)dt.

Во введенных обозначениях формула Парсеваля имеет вид:
∫ ∞

0

w(k) dk = (cg/2)

∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt.

Для доказательства формулы Парсеваля выпишем выражение для спектра
мощности масштабов w(k) в спектральной области:

w(k) = k−2

∫ ∞

−∞
|h(k, t)|2dt = k−2

∫ ∞

−∞
|H(k, f)|2df = k−1

∫ ∞

−∞
|X(f)|2|G(kf)|2df.

Окончательно:
∫ ∞

0

w(k)dk =

∫ ∞

0

k−1

∫ ∞

−∞
|X(f)|2|G(kf)|2dfdk =

=

∫ ∞

−∞
|X(f)|2

∫ ∞

0

k−1|G(kf)|2dkdf = (cg/2)

∫ ∞

−∞
|X(f)|2df =

= (cg/2)

∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt.

Вейвлетный спектр мощности w(k, t) характеризует мощность компоненты
масштаба k в момент времени t. Рассмотрим сечение wk(t) вейвлетного спектра
мощности w(k, t) на масштабе k т.е. значения спектра мощности при фиксирован-
ном масштабе. Это сечение показывает эволюцию во времени компоненты сиг-
нала с характерным масштабом k. Аналогично интерпретируется сечение wt(k)
вейвлетного спектра мощности w(k, t) в момент времени t — оно характеризует
масштабный состав сигнала в момент времени t.

Спектр мощности w(k, t) одномерного сигнала представляет собой функцию
двух переменных, которая обычно изображается в виде вейвлетной спектрограм-
мы в градациях серого, когда значение спектра мощности w(k, t) определяет яр-
кость точки с координатами (k, t). Часто также изображают вейвлетный спектр в
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виде семейства линий уровня функции h(k, t) в проекции на плоскость (k, t). Во
всех случаях используют логарифмическую шкалу масштабов. Значение спек-
тра мощности w(k, t) при изменении масштаба k обычно пробегает значительный
диапазон, поэтому чаще всего пользуются логарифмом значения спектра мощно-
сти. Если временна́я локализация особенностей сигнала важнее, чем их масштаб,
более информативным оказывается так называемый скелетон — семейство точек
локальных экстремумов вейвлетного спектра вдоль оси времени. Для изображе-
ния скелетона вейвлетного спектра на каждом масштабе отмечаются все точки
локальных экстремумов.

Спектр мощности масштабов w(k) демонстрирует вклад компонент различного
масштаба в общую энергию сигнала или, иначе говоря, распределение мощности
процесса по масштабам. Максимумы спектра мощности масштабов определяют
масштабы процессов, вносящих основной вклад в суммарную мощность анали-
зируемого процесса. Масштаб можно интерпретировать как среднюю продолжи-
тельность элементарных событий, образующих сигнал.

13.8 Масштаб и частота

Для интерпретации вейвлетных спектров большое значение имеет соотноше-
ние между масштабом и обычной частотой в смысле Фурье. Для того, чтобы
получить такое соотношение, вычислим вейвлетный спектр гармонического сиг-
нала. Если x(t) = exp(i2πf1t), то X(f) = δ(f−f1) и H(k, f) = k1/2G∗(kf)δ(f−f1).
Тогда

h(k, t) =

∫ ∞

−∞
H(k, f) exp(i2πft)df = k1/2G∗(kf1) exp(i2πf1t).

Таким образом,
|h(k, t)|2 = k|G(kf1)|2

и

w(k, t) =
|G(kf1)|2

k
= const(t).

В частном случае гармонического сигнала функция w̄(k) = k−1|G(kf1)|2 имеет
смысл спектра мощности масштабов (сам спектр мощности масштабов w(k) для
гармоники корректно определить нельзя). Пусть при частоте f исходной гармо-
ники максимум функции w̄(k) приходится на масштаб k(f). Оказывается, что
функция k(f) для большинства вейвлет имеет вид:

k(f) = αgf
−1,

где αg — константа, зависящая только от выбора вейвлеты. Таким образом, если
в спектре мощности масштабов имеется максимум, соответствующий масшта-
бу k1, то в исходном сигнале присутствует компонента с характерной частотой
f1 = αg/k1 и периодом T1 = k1/αg. Следует отметить, что полученный при этом
характерный период вдвое больше, чем средняя продолжительность элемен-
тарных событий, образующих сигнал — на каждый характерный период гар-
моники приходится два элементарных события (полуволны).
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При вычислении вейвлетного спектра важно правильно выбрать интервал из-
менения масштаба k. Согласно теореме Шеннона-Найквиста временной ряд с
интервалом дискретизации τ позволяет разрешить частоты f вплоть до частоты
Найквиста fmax = 1/(2τ). Таким образом, kminfmax = kmin/(2τ) = αg, откуда

kmin = 2ταg.

Проиллюстрируем процедуру вычисления постоянной αg на примере вейвлеты
Морле. Перейдем к угловым частотам: ω1 = 2πf1 и ω0 = 2πf0. Легко убедиться,
что

w̄(k) = 2πk−1 exp[−(kω1 − ω0)
2].

Точку экстремума можно получить как решение квадратного уравнения

(kω1)
2 − ω0(kω1) + 1/2 = 0.

По очевидным соображениям (почему?) выбираем корень

kω1 = [ω0 + (ω2
0 − 2)1/2]/2,

откуда
αm = (2π)−1[ω0 + (ω2

0 − 2)1/2]/2

Иногда вместо мгновенного спектра w(k, t) работают непосредственно с функ-
цией |h(k, t)|2. Для экстремумов этой функции постоянная αg может быть вычис-
лена совершенно аналогично, но нужно помнить, что при этом получается другое
значение:

α′m = (2π)−1[ω0 + (ω2
0 + 2)1/2]/2.

13.9 DOG-вейвлеты

Условие, накладываемое на вейвлету g(t) оказалось достаточно необремени-
тельным — требуется только, чтобы функция g(t) имела нулевое среднее. До сих
пор мы рассмотрели только один пример вейвлеты — вейвлету Морле. Закомер-
ным оказывается желание расширить набор анализирующих функций. Известно
большое количество вейвлет и, в принципе, можно выбрать анализирующую вей-
влету, наиболее адекватную решаемой задаче. К сожалению, обычно отсутствуют
априорные знания, необходимые для такого выбора. Вейвлета Морле оказывает-
ся наиболее удобной при выполнении спектрального анализа нестационарных
сигналов. Здесь мы рассмотрим два других примера вейвлет, применяемых для
изучения уже не спектральной, а временной структуры сигнала.

Следующие формулы определяют WAVE-вейвлету g1(t) и MHAT-вейвлету69

g2(t) соответственно:

g1(t) = −g′0(t) = tg0(t),

g2(t) = −g′1(t) = (t2 − 1)g0(t).

69mexican hat
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WAVE-вейвлета и MHAT-вейвлета относятся к классу DOG-вейвлет70.
Вспоминая, что если y(t) = x′(t), то Y (f) = i2πfX(f), сразу получим форму-

лы для спектров G1(f) и G2(f):

G1(f) = −i(2πf)(2π)1/2g0(2πf),

G2(f) = −(2πf)2(2π)1/2g0(2πf).

Простые вычисления позволяют получить значения константы αg для DOG-
вейвлет71:

α1 = (2π)−1(1/2)1/2 ≈ 0.113,

α2 = (2π)−1(3/2)1/2 ≈ 0.195.

Для DOG-вейвлет легко может быть установлена связь вейвлетных разло-
жений с дифференцированием. Определим формально hj(k, t) при j = 0, 1, 2 в
соответствии с формулой (50):

hj(k, t) = k1/2

∫ ∞

−∞
x(s)gj

[
s− t

k

]
ds. (∗)

Продифференцировав эту формулу по t, и учитывая, что gj+1 = −g′j, получим

h′j(k, t) = k−1hj+1(k, t). (∗∗)
Формула (∗) при j = 0 реализует сглаживание сигнала гауссовым ядром ши-

рины k. Формула (∗∗) показывает, что спектры hj(k, t) при j = 1, 2 с точностью
до коэффициента суть две первые производные сигнала, сглаженного ядром мас-
штаба k. Поэтому разложения, соответствующие MHAT-вейвлете, хорошо
выделяют локальные минимумы и максимумы сигнала, соответствующие
заданному масштабу, а WAVE-вейвлета выявляет большие значения скоро-
сти изменения сигнала.

Значение h(k, t) вейвлетного спектра для DOG-вейвлет можно интерпретиро-
вать как меру локальной согласованности формы сигнала x(s) и вейвлеты gk(s)
в окрестности момента времени t. Вейвлета g(t/k) представляет собой резуль-
тат масштабирования (растяжения) исходной вейвлеты g(t) в k раз. Большое по
модулю значение h(k, t) вейвлетного спектра указывает на то, что в некоторой
окрестности момента времени t сигнал близок по форме к вейвлете g(t), рас-
тянутой в k раз. Параметр k имеет смысл масштаба, при котором происходит
сравнение формы сигнала с анализирующей вейвлетой.

14 Дискретные вейвлеты

Рассмотренное в предыдущем разделе интегральное вейвлетное преобразо-
вание широко применяется при спектральном анализе сигналов. Интегральный

70degree of gaussian
71При использовании спектра |h(k, t)|2 вместо w(k, t) нужно использовать другие значения

этих констант: α′1 = (2π)−1(3/2)1/2 ≈ 0.195 и α′2 = (2π)−1(5/2)1/2 ≈ 0.252.
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вейвлетный спектр удобен для визуального анализа и его легко интерпретиро-
вать. Основной недостаток интегрального вейвлетного преобразования являет-
ся продолжением его достоинств — бо́льшая часть информации, содержащей-
ся в интегральном вейвлетном спектре является избыточной72, а существенная
для восстановления сигнала информация оказывается «размазанной» по области
определения спектра. Мы вынуждены дискретизировать интегральный вейвлет-
ный спектр, но при этом отсутствуют какие-либо соображения относительно то-
го, как произвести дискретизацию без потерь информации. Вследствие этого на
практике оказывается невозможным восстановить сигнал по его интегральному
вейвлетному спектру.

Дискретное вейвлетное преобразование73 по сути представляет собой схему
дискретизации интегрального вейвлетного преобразования, гарантирующую от-
сутствие потерь и возможность обратного преобразования вейвлетного спектра
в сигнал. Несмотря на такую прозаическую функцию, теория дискретного вей-
влетного преобразования оказывается весьма сложной. Оказывается, что никакая
дискретизация произвольной анализирующей вейвлеты не порождает обратимое
дискретное вейвлетное преобразование. Условие обратимости дискретного вей-
влетного преобразования накладывает на порождающую вейвлету гораздо более
жесткие условия и приводит к необходимости рассмотрения более сложных объ-
ектов — масштабного разложения и уравнения удвоения.

Дискретное вейвлетное преобразование широко используются в задачах филь-
трации и сжатия сигналов т.е. там, где важно получить неизбыточное спек-
тральное представление, обеспечивающее возможность восстановления сигнала
по спектру.

14.1 Вейвлетный базис

Рассмотрим интегральный вейвлетный спектр h(a, t) сигнала x(t) по вейвлете
ψ(t):

h(a, t) = a−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)ψ∗

[
s− t

a

]
ds.

Произведем формальную дискретизацию вейвлетного спектра h(a, t), положив
a = 2−j и t = 2−jn:

hj
n = h(2−j, 2−jn) = 2j/2

∫ ∞

−∞
x(s)ψ∗(2js− n)ds, (52)

где индексы j и n пробегают всевозможные целые значения. Эта формула задает
дискретное вейвлетное преобразование сигнала x(t). Набор коэффициентов hj

n

называется дискретным вейвлетным спектром сигнала x(t). Описанная схема

72Это следует уже из того факта, что при интегральном преобразовании одномерный сигнал
превращается в двумерный спектр. Более того, из формулы (51) следует, что почти для всех
частот f спектр Фурье X(f) сигнала x(t) может быть восстановлен по значениям вейвлетного
спектра при одном произвольном значении масштабного параметра k.

73discrete wavelet transform
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дискретизации обладает следующим важным свойством: при фиксированном мас-
штабе a = 2−j интервал дискретизации вейвлетного спектра вдоль оси времени
оказывается согласованным с масштабом: τ = 2−j = a. При больших значениях
масштаба a, когда вейвлетный спектр выделяет крупномасштабные (и медленно
меняющиеся) составляющие сигнала, используется грубая дискретизация спек-
тра по времени, но малых же масштабах, где выделяются быстрые составляющие,
выбирается малое значение интервала дискретизации.

Из формулы (52) видно, что коэффициент hj
n представляет собой скалярное

произведение сигнала и функции

ψj
n(t) = 2j/2ψ(2jt− n).

Если система функций {ψj
n(t)}j,n∈Z является ортонормированным базисом про-

странства L2, то сигнал x(t) из L2 может быть восстановлен по спектру hj
n:

x(t) =
∞∑

j=−∞

∞∑
n=−∞

hj
nψ

j
n(t) =

∞∑
j=−∞

∞∑
n=−∞

hj
n2j/2ψ(2jt− n). (53)

В этом случае дискретное вейвлетное преобразование оказывается обратимым
и дискретный вейвлетный спектр hj

n содержит всю информацию о сигнале x(t).
Представление (53) называется дискретным вейвлетным разложением сигнала
x(t) или обратным дискретным вейвлетным преобразованием. Ортонормиро-
ванный базис ψj

n(t) называется вейвлетным базисом, а элементы ψj
n(t) вейвлет-

ного базиса — вейвлетами. Вейвлетный базис получен путем масштабирова-
ния и сдвига74 единственной функции — порождающей вейвлеты ψ(t), поэтому
свойства вейвлетного базиса полностью определяются свойствами функции ψ(t).
Если семейство функций {ψj

n(t)} образует ортогональный базис, то порождающая
вейвлета ψ(t) называется ортогональной.

Коэффициент hj
n вейвлетного спектра определяет поведение исходного сигна-

ла x(t) вблизи точки t = 2−jn на характерном масштабе времени75 ∆t = 2−j.
Суммирование по n дает детализацию поведения функции на всей оси времени
при характерном масштабе времени ∆t = 2−j. Если при суммировании ограни-
читься для индекса j диапазоном j 6 J , то мы получим аппроксимацию исход-
ной функции, учитывающую детали ее поведения с масштабом порядка 2−J и
больше. Коэффициенты вейвлетного спектра также хорошо локализованы и во
временной области, поскольку при рассмотрении некоторого отрезка времени в
вейвлетном разложении можно оставить только те слагаемые, носитель которых
пересекается с рассматриваемым отрезком. Таким образом, в случае вейвлетного
разложения мы имеем одновременную локализацию коэффициентов разложения
во временной и спектральной области.

74Множитель 2j/2 гарантирует неизменность нормы функции ψj
n(t) при всех значениях мас-

штабного индекса j.
75Под характерным масштабом времени в случае локализованных функций можно понимать

диаметр их носителя.
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ψ0
0(x)

ψ1
0(x) ψ1

1(x)

ψ2
0(x) ψ2

2(x) ψ2
1(x) ψ2

3(x)

Рис. 20: Базис Хаара

Пример. Простейшим примером вейвлетного базиса является базис Хаара, по-
рождаемый функцией

ψ(t) =





1 0 6 t < 1/2

−1 1/2 6 t < 1

0 else

.

Можно непосредственно проверить, что система функций ψj
n(t) образует орто-

гональный базис пространства L2. На рисунке 20 показано несколько базисных
функций базиса Хаара.

14.2 Масштабное разложение

Конкретные примеры вейвлетных базисов (например базис Хаара) были по-
строены еще до создания общей теории вейвлетных разложений. Конструкция,
лежащая в основе этой теории получила название масштабного разложения76.
Здесь читателю рекомендуется освежить в памяти материал, изложенный в раз-
деле 1.6.

Масштабным разложением называется семейство {Vj}j∈Z подпространств про-
странства L2, удовлетворяющих следующему набору условий:

76Термин «multiresolution analysis» переводят также как «анализ мультиразложений» или «крат-
номасштабный анализ».
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1. (монотонность) Подпространства Vj образуют возрастающую в смысле
включения последовательность подпространств:

Vj ⊂ Vj+1.

2. (отделимость) Подпространства Vj пересекаются не более чем по нулевому
подпространству:

∞⋂
j=−∞

Vj = 0.

3. (плотность) При увеличении Объединение всех Vj плотно в L2:

cl
∞⋃

j=−∞
Vj = L2.

4. (масштабная структура) Функция x(t) лежит в подпространстве Vj тогда
и только тогда, когда функция x(2t) лежит в подпространстве Vj+1:

x(t) ∈ Vj ⇐⇒ x(2t) ∈ Vj+1.

5. (сдвиговая структура) Ортонормированный базис подпространства V0 об-
разован совокупностью целочисленных сдвигов {ϕ(t− k)} функции ϕ(t):

V0 = cl L({ϕ(t− k)}k∈Z).

Функция ϕ(t), порождающая масштабное разложение, называется масштабной
функцией77.

Обсудим неформально сущность условий, накладываемых на семейство под-
пространств Vj в приведенном определении.

Условия 1–3 фактически утверждают, что последовательность подпространств
Vj возрастает от нулевого подпространства до всего L2. Каждое следующее под-
пространство «больше» предыдущего и последовательность Vj в известном смыс-
ле может быть названа возрастающей. При j → −∞ в подпространство Vj не
входит ни одна функция за исключением нулевой, а при j →∞ подпространство
Vj приближается ко всему пространству L2.

Условие 4 декларирует масштабную структуру подпространств, образующих
масштабное разложение: переход от подпространства Vj к подпространству Vj+1

осуществляется масштабированием в 2 раза. Аналогично подпространство Vj мо-
жет быть получено масштабированием функций из V0 в 2j раз. Таким образом
все подпространства Vj имеют одинаковую структуру и отличаются друг от дру-
га лишь временны́м масштабом составляющих их функций. Если «характерный
масштаб» функций из подпространства V0 равен ∆t0, то характерный масштаб
функций из подпространства Vj равен ∆tj = 2−j∆t0.

77scaling function
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Условие 5 описывает внутреннюю структуру подпространства V0. Подпро-
странство V0 образовано целочисленными сдвигами единственной функции ϕ(t).
В силу свойства 4 можно также описать и структуру каждого из подпространств
Vj: система функций {21/2ϕ(2j − k)}k∈Z образует ортонормированный базис под-
пространства Vj. Таким образом, функция ϕ генерирует базисы всех подпро-
странств Vj и полностью определяет масштабное разложение.

При вейвлетном разложении сигнала подпространства Vj используются для
проектирования исходного сигнала. Проекция сигнала на подпространства Vj

представляет собой сглаженный вариант сигнала, учитывающий при увеличении
j все более мелкие детали. В этом смысле подпространство Vj аналогично под-
пространству всех частичных сумм ряда Фурье длины j. Такое подпространство
содержит функции, спектр которых ограничен сверху частотой jf0. При увеличе-
нии длины j отрезка ряда Фурье происходит увеличение разрешения представ-
ления сигнала частичной суммой за счет расширения образующей его полосы
частот.
Пример. Для примера рассмотрим масштабное разложение, порождающее базис
Хаара. Выберем функцию ϕ(t) вида

ϕ(t) =

{
1 0 6 t < 1

0 else
.

Легко проверить, что такая функция ϕ порождает корректное масштабное раз-
ложение. Подпространство V0 образовано кусочно постоянными функциями со
скачками, расположенными в целочисленных точках. Подпространство V1 содер-
жит все кусочно постоянные функции со скачками, расположенными в полуце-
лых точках (т.е. точках вида k/2 при k ∈ Z). Подпространство Vj состоит из
кусочно постоянных функций со скачками в точках 2−jk при k ∈ Z.

14.3 Уравнение удвоения

Пусть семейство подпространств {Vj} образует масштабное разложение. Се-
мейство функций {ϕ(t − k)} образует базис подпространства V0, а семейство
функций {ϕ(2t − k)} дает нам базис подпространства V1. Таким образом, каж-
дый элемент подпространства V1 допускает разложение в линейную комбинацию
функций семейства {ϕ(2t− k)}k∈Z и, следовательно для ϕ ∈ V0 ⊂ V1 имеет место
разложение

ϕ(t) =
∑

k∈Z

ckϕ(2t− k), (54)

называемое уравнением удвоения78. Ниже будет показано, что уравнение удво-
ения определяет масштабную функцию ϕ(t) однозначно с точностью до множи-
теля. Набор коэффициентов ck однозначно определяет функцию ϕ(t), которая, в
свою очередь, порождает масштабное разложение. Таким образом, любое мас-
штабное разложение может быть задано набором чисел ck.

78two-scale equation
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Поскольку система функций {ϕ(2t−k)} ортогональна, коэффициенты ck могут
быть найдены в явном виде:

∫ ∞

−∞
ϕ(t)ϕ(2t− j)∗dt =

∑
ck

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− k)ϕ(2t− j)∗

d(2t)

2
= cj/2.

Уравнение масштабирования накладывает ограничение на интеграл от мас-
штабной функции:

∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt =

∑

k∈Z

ck

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− k)dt =

1

2

∑

k∈Z

ck

∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt.

В то же время ясно, что
∫

ϕ(t)dt 6= 0, поскольку если это не так, то и для лю-
бой функции f из произвольного подпространства Vj будет выполнено равенство∫

f(t)dt = 0 и нарушается условие 3 из определения масштабного разложения.
Таким образом, имеем

∑

k∈Z

ck = 2. (55)

Поскольку
∫

ϕ(t)dt 6= 0, то можно считать, что выполнено условие нормировки:
∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt = 1.

Выясним теперь, к каким следствиям приводит требование ортонормированно-
сти целочисленных сдвигов функции ϕ(t). Подставляя в условие ортогональности
системы функций {ϕ(t− k)}k∈Z уравнение удвоения, получим:

∫ ∞

−∞
ϕ(t− k)ϕ(t)∗dt =

∑
i

∑
j

cic
∗
j

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− 2k − i)ϕ(2t− j)∗dt =

=
1

2

∑

j=2k+i

cic
∗
j =

1

2

∑
i

cic
∗
2k+i.

Таким образом, мы получили следующее условие:

∑
i∈Z

cic
∗
i+2k = 2δk. (56)

Простым следствием полученного равенства является следующее условие:
∑

k∈Z

|ck|2 = 2. (57)

Рассмотрим задачу определения функции ϕ(t) по коэффициентам ck уравне-
ния удвоения. Ясно, что коэффициенты ck должны удовлетворять условиям (55)
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-

ϕ(t)

1
2
ϕ(2t)

1 2

6

Рис. 21: Еще одна масштабная функция

и (56). Из (54) следует, что искомая функция ϕ(t) является неподвижной точкой
оператора

Sc[f(t)] =
∑

k∈Z

ckf(2t− k).

Поэтому можно предложить следующий итерационный процесс для отыскания
функции ϕ(t)

fn+1 = Sc[fn],

ϕ = lim
n→∞

fn.

для начальной функции f0(t), удовлетворяющей условию
∫

f0(s)ds 6= 0. Для опи-
санного итерационного процесса отсутствуют теоретические результаты, позво-
ляющие надеяться на сходимость. На практике для всех используемых вейвлет
итерационный процесс довольно быстро сходится.
Пример. В случае базиса Хаара функция ϕ(t) обладает свойством самоподо-
бия: ее график можно разрезать на две половинки, каждая из которых подобна
исходной функции т.е. образуется из нее путем масштабирования. Свойство са-
моподобия аналитически записывается в виде уравнения удвоения:

ϕ(t) = ϕ(2t) + ϕ(2t− 1).

Таким образом, для базиса Хаара c0 = c1 = 1.
Пример. Рассмотрим функцию ϕ(t), график которой изображен на рисунке 21.
На этом же рисунке изображены графики функций ϕ(2t)/2, ϕ(2t−1) и ϕ(2t−2)/2.
Из рисунка видно, что для этих функций выполнено соотношение

ϕ(t) = ϕ(2t)/2 + ϕ(2t− 1) + ϕ(2t− 2)/2,

следовательно функция ϕ(t) удовлетворяет уравнению масштабирования при c0 =
1/2, c1 = 1 и c2 = 1/2.
Пример. На рисунке 22 показана масштабная функция, соответствующая вей-
влете Добеши, значения которой вычислены с помощью описанного выше итера-
ционного алгоритма. Коэффициенты уравнения удвоения для вейвлеты Добеши
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Рис. 22: Масштабная функция Добеши

имеют вид:
1 +

√
3

4
,

3 +
√

3

4
,

3−√3

4
,

1−√3

4
.

Опишем теперь метод, позволяющий выписать явную формулу для решения
уравнения удвоения. Вычислим преобразование Фурье для левой и правой частей
уравнения удвоения:

ϕ(f) =
∑

k

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− k) exp(−i2πft)dt =

=
∑

k

ck

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− k) exp(−i2πft)dt =

∑

k

ck

∫ ∞

−∞
ϕ(s) exp

(
−i2πf

s + k

2

)
ds

2
=

=
1

2

∑

k

ck exp(−i2π(f/2)k)

∫ ∞

−∞
ϕ(s) exp(−i2π(f/2)s)ds.

Если ввести обозначение

C(f) =
1

2

∑

k

ck exp(−i2πfk),

то равенство для спектров переписывается следующим образом:

ϕ(f) = C(f/2)ϕ(f/2).

Это равенство называется уравнением удвоения в спектральной области. Из усло-
вия нормировки следует равенство

ϕ(0) =

∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt = 1.

Применяя теперь M раз спектральную форму уравнения удвоения, получим

ϕ(f) =

[
M∏

j=1

C

(
f

2j

)]
ϕ

(
f

2M

)
.
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При M →∞ имеем

ϕ(f) =
∞∏

j=1

C

(
f

2j

)
.

Таким образом, мы получили формулу, выражающую решение уравнения удвое-
ния в спектральной области посредством бесконечного произведения.

14.4 Вейвлетное разложение

Пусть семейство подпространств {Vj}j∈Z образует масштабное разложение.
Ортогональное дополнение Wj подпространства Vj до подпространства Vj+1 на-
зывается подпространством вейвлет:

Vj+1 = Vj ⊕Wj. (58)

Легко убедиться в справедливости равенств

Vj+1 =

j⊕
i=−∞

Wi.

Следовательно ортогональная сумма подпространств Wj плотна в пространстве
L2:

cl
∞⊕

i=−∞
Wi = L2.

Разложение пространства L2 в ортогональную сумму подпространств Wj назы-
вается вейвлетным разложением.

Поскольку Vj ⊂ Vj+1, попробуем построить ортонормированный базис про-
странства L2, взяв за основу базис подпространства V0 и достраивая его после-
довательно до ортонормированного базиса подпространств Vj (j = 1, 2, . . .). В
V0 имеется ортонормированный базис вида {ϕ(t − k)}k∈Z . Подпространство V1

обладает сдвиговой структурой: полуцелые сдвиги функций из V1 не выводят
за пределы V1. Попытаемся дополнить ортонормированный базис {ϕ(t − k)}k∈Z

подпространства V0 ⊂ V1 до ортонормированного базиса подпространства V1, до-
бавляя к нему функции вида {ψ(t− k)}k∈Z . В случае успеха семейство функций
{ψ(t − k)}k∈Z окажется ортонормированным базисом подпространства W0, а се-
мейство {ϕ(t− k)} ∪ {ψ(t− k)} даст ортонормированный базис подпространства
V1. В этом случае семейство функций

ψj
k(t) = 2j/2ψ(2jt− k)

при k ∈ Z образует ортонормированный базис подпространства Wj, а из вейвлет-
ного разложения пространства L2 следует, что семейство функций {ψj

k(t)}j,k∈Z

дает ортонормированный базис подпространства L2, называемый вейвлетным
базисом.
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Из включения ψ(t) ∈ W0 ⊂ V1 сразу следует возможность разложить функцию
ψ(s) по элементам семейства {ϕ(2t− k)}k∈Z :

ψ(t) =
∑

k

dkϕ(2t− k). (59)

Подставляя уравнение (59) в условие ортонормированности семейства {ψ(t−
k)}k∈Z , мы приходим к равенству:

∑
i

did
∗
i+2k = 2δk. (60)

Простым следствием полученного равенства является следующее условие:
∑

k∈Z

|dk|2 = 2. (61)

Аналогичным образом взаимная ортогональность семейств {ϕ(t−k)} и {ψ(t−k)}
приводит к следующему равенству:

∑
i

cid
∗
i+2k = 0. (62)

Оказывается, что легко указать явную формулу для коэффициентов dk так,
что условия (60) и (62) окажутся выполненными автоматически:

dk = (−1)kc∗1−k. (63)

Справедливость равенства (60) проверяется непосредственно:
∑

i

did
∗
i+2k =

∑
i

(−1)ic∗1−i(−1)i+2kc1−j−2k =
∑

i

c∗1−ic1−j−2k =
∑

s

c∗scs−2k = 2δk.

Равенство (62) преобразуем аналогичным образом:
∑

i

cid
∗
i+2k =

∑
i

ci(−1)i+2kc1−i−2k =
∑

i

(−1)icic1−i−2k.

Полученное выражение тождественно равно нулю, поскольку каждому слагаемо-
му (−1)scsc1−s−2k соответствует при i = 1− s− 2k слагаемое (−1)1−s−2kc1−s−2kcs,
имеющее противоположный знак, причем при всех i выполнено условие 1 − i −
2k 6= i.
Пример. Формула (59) позволяет использовать описанный в предыдущем разде-
ле итерационный алгоритм для вычисления значений функции ψ(t). На рисунке
23 показана вейвлета Добеши, значения которой вычислены таким способом.
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-1.0 0.0 1.0

Рис. 23: Вейвлета Добеши

14.5 Алгоритм разложения по вейвлетному базису

Опишем сначала общую схему алгоритма разложения сигнала по вейвлет-
ному базису. При разложении сигнала x(t) по заданному вейвлетному базису в
первую очередь исходный сигнал помещают в одно из подпространств Vj при по-
мощи некоторого оператора проектирования. Ввиду масштабной структуры под-
пространств Vj можно ограничиться случаем проектирования сигнала на под-
пространство V0. Пусть x̄(t) — проекция сигнала x(t) на подпространство V0.
Подпространство V0 может быть представлено в виде ортогональной суммы

V0 = V−1 ⊕W−1.

Входящее в это представление подпространство V−1 также представимо в виде
ортогональной суммы:

V−1 = V−2 ⊕W−2,

следовательно
V0 = V−2 ⊕W−2 ⊕W−1.

Продолжая этот процесс, мы получим на m-м шаге следующее разложение:

V0 = V−m ⊕W−m ⊕W−(m−1) ⊕ . . .⊕W−1.

Последовательное разложение подпространства V0 можно проиллюстрировать
следующей схемой:

V0 −→ V−1 −→ V−2 −→ . . . −→ V−m

↘ ↘ ↘ ↘
W−1 W−2 W−m

Введем оператор Pj, производящий ортогональное проектирование на под-
пространство Vj и оператор Qj, производящий ортогональное проектирование на
подпространство Wj. Проекция x̄(t) сигнала на подпространство V0 может быть
представлена в виде:

x̄(t) = P−1x̄(t) + Q−1x̄(t).
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Поскольку проекция P−1x(t) лежит в подпространстве V−1, для нее мы снова
можем записать аналогичное разложение:

P−1x̄(t) = P−2x̄(t) + Q−2x̄(t),

что дает для исходной проекции x̄(t) следующее разложение:

x̄(t) = P−2x̄(t) + Q−2x̄(t) + Q−1x̄(t).

Продолжая процесс проектирования, на m-м шаге получим:

x̄(t) = P−mx̄(t) + Q−mx̄(t) + Q−(m−1)x̄(t) + . . . + Q−1x̄(t).

Последовательное проектирование на подпространства можно проиллюстриро-
вать следующей схемой:

x̄(t) −→ P−1x̄(t) −→ P−2x̄(t) −→ . . . −→ P−mx̄(t)
↘ ↘ ↘ ↘

Q−1x̄(t) Q−2x̄(t) Q−mx̄(t)

Проекция P−mx̄(t) лежит в подпространстве V−m, а проекция Q−jx̄(t) — в под-
пространстве W−j, следовательно для них могут быть записаны следующие раз-
ложения по элементам естественного базиса соответствующих подпространств:

P−jx̄(t) =
∑

k

gj
kϕ

−j
k (t),

Q−jx̄(t) =
∑

k

hj
kψ

−j
k (t).

Таким образом, проекция x̄(t) оказывается представлена в виде:

x̄(t) =
∑

k

gm
k ϕ−m

k (t) +
∑

k

hm
k ψ−m

k (t) + . . . +
∑

k

h1
kψ

−1
k (t) =

=
∑

k

gm
k ϕ−m

k (t) +
m∑

j=1

∑

k

hj
kψ

−j
k (t).

Получим теперь явные формулы для вычисления коэффициентов gj
k и hj

k вей-
влетного разложения по сигналу x(t). В первую очередь нам нужно конкретизи-
ровать процедуру проектирования сигнала x(t) на подпространство V0. Элементом
подпространства V0, приближающим сигнал x(t) наилучшим образом, является
ортогональная проекция x̄(t) сигнала x(t) на подпространство V0. Ортогональная
проекция x̄(t) ∈ V0 может быть разложена по естественному базису подпростран-
ства V0:

x̄(t) =
∑

k

g0
kϕ(t− k),

где

g0
k =

∫ ∞

−∞
x(t)ϕ∗(t− k)dt.
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Таким образом, ортогональное проектирование сигнала на подпространство V0

требует выполнения операции интегрирования, что весьма сложно реализовать
даже если сигнал x(t) каким-то образом задан при всех значениях аргумента t.
Нам же обычно известна лишь дискретизация сигнала x(t) и корректно произве-
сти ортогональное проектирование не представляется возможным. Пусть сигнал
x(t) задан своей дискретизацией xk = x(kτ) при τ = 1. Самым простым и наибо-
лее широко используемым решением является выбор оператора проектирования,
действующего по правилу g0

k = xk:

x̄(t) =
∑

k

xkϕ
0
k(t).

Попарная ортогональность функций ϕ(t− k) позволяет восстановить отсчеты xk

по проекции x̄(t) т.е. введенный нами оператор проектирования обратим.
Каждый шаг алгоритма разложения сигнала по вейвлетному базису состо-

ит в переходе от проекции P−(j−1)x̄(t) ∈ V−(j−1) к проекциям P−jx̄(t) ∈ V−j и
Q−jx̄(t) ∈ W−j. Такой переход равносилен переходу от набора коэффициентов
gj−1

k к наборам gj
k и hj

k:
∑

k

gj−1
k ϕ

−(j−1)
k (t) =

∑

k

gj
kϕ

−j
k (t) +

∑

k

hj
kψ

−j
k (t). (64)

Первый шаг алгоритма также укладывается в эту схему, поскольку P0x̄(t) =
x̄(t) ∈ V−j. Система функций {ϕ−j

k (t)} ∪ {ψ−j
k (t)} ортонормирована, поэтому ко-

эффициенты gj
k и hj

k удается вычислить:

gj
n =

∑

k

gj−1
k

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ϕ−j

n (t)∗dt,

hj
n =

∑

k

gj−1
k

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ψ−j

n (t)∗dt.

(65)

Уравнение удвоения устанавливает связь между базисами пространств V0 и
V1. Масштабная структура пространств Vj позволяет записать аналогичное соот-
ношение для базисов пространств V−j и V−(j−1):

ϕ−j
n (t) = 2−j/2ϕ(2−jt− n) = 2−j/2

∑
p

cpϕ(2−(j−1)t− 2n− p) =

= 2−1/2
∑

p

cp2
−(j−1)/2ϕ(2−(j−1)t− (2n + p)) = 2−1/2

∑
p

cpϕ
−(j−1)
2n+p (t). (66)

Аналогичное соотношение можно выписать и для функций ψ−j
n (t):

ψ−j
n (t) = 2−j/2ψ(2−jt− n) = 2−j/2

∑
p

dpϕ(2−(j−1)t− 2n− p) =

= 2−1/2
∑

p

dp2
−(j−1)/2ϕ(2−(j−1)t− (2n + p)) = 2−1/2

∑
p

dpϕ
−(j−1)
2n+p (t). (67)
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Полученные соотношения позволяют получить явные выражения для интегралов
в формулах (65):

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ϕ−j

n (t)∗dt = 2−1/2
∑

p

c∗p

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ϕ

−(j−1)
2n+p (t)∗dt = 2−1/2c∗k−2n,

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ψ−j

n (t)∗dt = 2−1/2
∑

p

d∗p

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ϕ

−(j−1)
2n+p (t)∗dt = 2−1/2d∗k−2n.

Окончательно получаем:

gj
n = 2−1/2

∑

k

c∗k−2ng
j−1
k ,

hj
n = 2−1/2

∑

k

d∗k−2ngj−1
k .

(68)

Эти формулы можно переписать в следующей более удобной для реализации
форме:

gj
n = 2−1/2

∑

k

c∗kg
j−1
k+2n,

hj
n = 2−1/2

∑

k

d∗kg
j−1
k+2n.

(69)

Последовательное вычисление коэффициентов вейвлетного разложения можно
проиллюстрировать следующей схемой:

g0
n −→ g1

n −→ g2
n −→ . . . −→ gm

n

↘ ↘ ↘ ↘
h1

n h2
n hm

n

Получим теперь формулы, позволяющие восстановить последовательность xk

по коэффициентам gm
k , hj

k (j = 1, . . . , m) вейвлетного разложения. Снова обратим-
ся к формуле (64). Замечая, что система функций {ϕ−(j−1)

k (t)} ортонормирована,
имеем

gj−1
n =

∑

k

gj
k

∫ ∞

−∞
ϕ−j

k (t)ϕ−(j−1)
n (t)∗dt +

∑

k

hj
k

∫ ∞

−∞
ψ−j

k (t)ϕ−(j−1)
n (t)∗dt.

Интегралы в этой формуле также можно вычислить, используя соотношения (66)
и (67):

∫ ∞

−∞
ϕ−j

k (t)ϕ−(j−1)
n (t)∗dt = 2−1/2

∑
p

cp

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
2k+p (t)ϕ−(j−1)

n (t)∗dt = 2−1/2cn−2k,

∫ ∞

−∞
ψ−j

k (t)ϕ−(j−1)
n (t)∗dt = 2−1/2

∑
p

dp

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
2k+p (t)ϕ−(j−1)

n (t)∗dt = 2−1/2dn−2k.
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Окончательно получаем формулу, позволяющую по коэффициентам gj
k и hj

k по-
лучить коэффициенты gj−1

k

gj−1
n = 2−1/2

∑

k

gj
kcn−2k + 2−1/2

∑

k

hj
kdn−2k. (70)

Восстановление исходной последовательности xk можно проиллюстрировать сле-
дующей схемой:

gm
k −→ gm−1

k −→ . . . −→ g2
k −→ g1

k −→ xk

↗ ↗ ↗ ↗ ↗
hm

k hm−1
k h2

k h1
k

Алгоритм вейвлетного разложения дискретного сигнала называется каскад-
ным, поскольку для нахождения коэффициентов gj

k и hj
k нужно сначала вычис-

лить gj−1
k . Аналогично устроен алгоритм восстановления сигнала по коэффици-

ентам gm
k , hj

k (j = 1, . . . , m). Алгоритм вычисления коэффициентов вейвлетного
разложения и алгоритм восстановления сигнала по коэффициентам вейвлетного
разложения называются соответственно прямым и обратным быстрым вейвлет-
ным преобразованием79.

Пусть среди коэффициентов ck имеется L отличных от нуля, а исходный
сигнал содержит N отсчетов. При вычислении каждого коэффициента вейвлет-
ного разложений нужно произвести L умножений. На первом шаге вычисляется
N коэффициентов вейвлетного разложения. На каждом следующем шаге коли-
чество вычисляемых коэффициентов уменьшается вдвое. Если производится m
шагов алгоритма вейвлетного разложения, то суммарное число вычисленных ко-
эффициентов равно 2N − N/2m−1. Можно еще учесть, что на последнем шаге
нет нужды вычислять коэффициенты gm

k и снизить число вычисляемых коэффи-
циентов до 2N − N/2m−1 − N/2m = 2N − 3N/2m. Во всех случаях суммарное
количество вычисляемых коэффициентов равно O(N) и число выполняемых опе-
раций умножения есть O(LN). Аналогичная оценка имеет место для алгоритма
восстановления исходного сигнала.

14.6 Схема субполосной фильтрации

В этом разделе мы перейдем в спектральную область и выясним смысл вей-
влетного разложения сигнала с точки зрения теории цифровых фильтров.

Перепишем формулы (68), реализующие вейвлетное разложение сигнала, сле-

79fast wavelet transform
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дующим образом:

ḡj
n = 2−1/2

∑

k

c∗k−ngj−1
k ,

h̄j
n = 2−1/2

∑

k

d∗k−ngj−1
k ,

gj
n = ḡj

2n,

hj
n = h̄j

2n.

Теперь видно, что очередной уровень вейвлетных коэффициентов получается пу-
тем свертки коэффициентов предыдущего уровня с некоторой последовательно-
стью80 с последующим прореживанием полученного сигнала.

Вычислим спектр Ḡj(f) последовательности ḡj
n:

Ḡj(f) =
∑

n

ḡj
n exp(−i2πfn) = 2−1/2

∑
n

∑

k

c∗k−ng
j−1
k exp(−i2πfn) =

= 2−1/2
∑

k

gj−1
k

∑
p

c∗p exp[−i2πf(k − p)] =

= 2−1/2
∑

k

gj−1
k exp(−i2πfk)

∑
p

c∗p exp(i2πfp) = 21/2Gj−1(f)C(f)∗.

Здесь выполнена замена p = k − n. Для спектра Gj(f) прореженной последова-
тельности gj

n получаем:

Gj(f) =
∑

n

gj
n exp(−i2πfn) =

∑
n

ḡj
2n exp(−i2πfn) =

=
1

2

[∑
n

ḡj
n exp[−i2π(f/2)n] +

∑
n

ḡj
n exp[−i2π(f/2 + 1/2)n]

]
.

Последнее равенство проверяется непосредственно. Таким образом, имеем:

Gj(f) =
1

2

[
Ḡj(f/2) + Ḡj(f/2 + 1/2)

]
=

= 21/2
[
Gj−1(f/2)C(f/2)∗ + Gj−1(f/2 + 1/2)C(f/2 + 1/2)∗

]
.

Для последовательности h̄j
n получим аналогичную формулу:

H̄j(f) =
∑

n

h̄j
n exp(−i2πfn) = 2−1/2

∑
n

∑

k

d∗k−ngj−1
k exp(−i2πfn) =

= 2−1/2
∑

k

gj−1
k

∑
p

d∗p exp[−i2πf(k − p)] =

= 2−1/2
∑

k

gj−1
k exp(−i2πfk)

∑
p

d∗p exp[i2πfp] =

= 21/2Gj−1(f)D(f)∗,

80Выписанные формулы отличаются от формул для свертки знаком индекса у последователь-
ности ck−n. Стого говоря, здесь происходит свертка с 2−1/2c∗−k и последующее зеркальное отра-
жение полученной последовательности.
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где сделана замена p = k − n и использовано новое обозначение:

D(f) =
1

2

∑

k

dk exp[−i2πfk].

Вычислим теперь спектр D(f):

D(f) =
1

2

∑

k

dk exp(−i2πfk) =
1

2

∑

k

(−1)kc∗1−k exp(−i2πfk) =

= −1

2

∑

k

(−1)1−kc∗1−k exp(−i2πfk) = −1

2

∑
p

(−1)pc∗p exp[−i2πf(1− p)] =

= −1

2
exp(−i2πf)

∑
p

(−1)pc∗p exp[i2πfp] =

= −1

2
exp(−i2πf)

∑
p

c∗p exp[i2π(f + 1/2)p] = − exp(−i2πf)C(f + 1/2)∗.

Здесь произведена замена p = 1 − k и использовано тождество (−1)p =
exp[i2π(p/2)]. Окончательно имеем:

H̄j(f) = 21/2Gj−1(f)D(f)∗ = −21/2 exp(i2πf)Gj−1(f)C(f + 1/2)

Спектр Hj(f) прореженной последовательности hj
n вычисляется с помощью уже

использованного выше приема:

Hj(f) =
1

2

[
H̄j(f/2) + H̄j(f/2 + 1/2)

]
=

= −2−1/2 exp(iπf)
[
Gj−1(f/2)C(f/2 + 1/2)−Gj−1(f/2 + 1/2)C(f/2)

]
.

Переведем теперь в спектральную область формулу (70), реализующую вос-
становление сигнала по вейвлетным коэффициентам:

Gj−1(f) =

= 2−1/2
∑

n

∑

k

gj
kcn−2k exp(−i2πfn) + 2−1/2

∑
n

∑

k

hj
kdn−2k exp(−i2πfn) =

= 2−1/2
∑

k

gj
k

∑
p

cp exp[−i2πf(p + 2k)] + 2−1/2
∑

k

hj
k

∑
p

dp exp[−i2πf(p + 2k)] =

= 2−1/2
∑

k

gj
k exp(−i2π(2f)k)

∑
p

cp exp[−i2πfp]+

+ 2−1/2
∑

k

hj
k exp(−i2π(2f)k)

∑
p

dp exp[−i2πfp] =

= 21/2Gj(2f)C(f) + 21/2Hj(2f)D(f).

Здесь произведена замена p = n − 2k. Используя полученное выше выражение
для спектра последовательности dk, получим:

Gj−1(f) = 21/2
[
Gj(2f)C(f)− exp(−i2πf)Hj(2f)C(f + 1/2)∗

]
.
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Выпишем теперь все полученные формулы, реализующие каскадный алгоритм
в спектральной области:

Ḡj(f) = 21/2Gj−1(f)C(f)∗, (71)

Gj(f) = 21/2

[
Gj−1

(
f

2

)
C

(
f

2

)∗
+ Gj−1

(
f

2
+

1

2

)
C

(
f

2
+

1

2

)∗]
, (72)

H̄j(f) = −21/2 exp(i2πf)Gj−1(f)C

(
f +

1

2

)
, (73)

Hj(f) = −2−1/2 exp(iπf)

[
Gj−1

(
f

2

)
C

(
f

2
+

1

2

)
−Gj−1

(
f

2
+

1

2

)
C

(
f

2

)]
, (74)

Gj−1(f) = 21/2

[
Gj(2f)C(f)− exp(−i2πf)Hj(2f)C

(
f +

1

2

)∗]
. (75)

Фильтр, заданный формулой (71) выделяет из исходного сигнала низкие (|f | <
1/2) частоты. В сигнале, отфильтрованном с помощью ФНЧ, отсутствуют вы-
сокие частоты и его можно проредить вдвое, что реализуется формулой (72).
Фильтр (73) выделяет из исходного сигнала высокие (|f | > 1/2) частоты. Этот
фильтр реализован путем сдвига на 1/2 частотной характеристики фильтра низ-
ких частот. Отфильтрованный сигнал не содержит низких частот и его тоже мож-
но проредить, сдвинув высокие частоты на освободившееся место. Этот сдвиг ре-
ализован формулой (74). Таким образом, исходный сигнал оказался представлен
двумя сигналами, каждый из которых содержит информацию о своей половинке
частотного диапазона. Формула (75) показывает как при обратном преобразова-
нии частотные поддиапазоны расставляются по своим местам. Описанная схема
называется субполосной фильтрацией81.

В заключение покажем полезный интуитивный способ понимания спектраль-
ного смысла разложения пространства L2 в ортогональную сумму подпространств
Wj. Пусть спектр функции ϕ(t) локализован на отрезке |f | < f0. Тогда спектр
функции ϕj(t) = ϕ(2jt) локализован на отрезке |f | < 2jf0. Таким образом, под-
пространства Vj содержат функции с локализованным спектром, причем длина
отрезка локализации спектра растет с ростом индекса j. В этом случае ортого-
нальное дополнение Wj пространства Vj до пространства Vj+1 содержит функции,
спектр которых локализован на отрезке 2jf0 < |f | < 2j+1f0.

14.7 Вейвлетные пакеты

В этом разделе мы кратко опишем идею далеко идущего обобщения схемы
вейвлетного разложения, предложенного Койфманом и названного им вейвлет-
ными пакетами82. Более подробное изложение можно найти в [Чуи, 2001].

Здесь нам будет удобно использовать терминологию, связанную со схемой
субполосной фильтрации. Пусть операторы LP[·] и HP[·] осуществляют преоб-
разование сигнала gj

k в сигналы gj+1
k и hj+1

k соответственно. Рассмотрим снача-
ла схему традиционного вейвлетного преобразования. Полученный на j-м шаге

81subband filtering scheme
82wavelet packets
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Рис. 24: Схема алгоритма вейвлетного разложения
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Рис. 25: Разбиение частотного диапазона в случае вейвлетного спектра

сигнал gj+1
k , несущий информацию о низких частотах, снова обрабатывается с

помощью пары фильтров LP[·] и HP[·], а высокочастотный сигнал hj+1
k помеща-

ется на соответствующий масштабный уровень выходного вейвлетного спектра.
На рисунке 24 схематически показаны преобразования исходного сигнала при
получении последовательных масштабных уровней вейвлетного спектра. Часто
такая схема обработки оказывается естественной, поскольку обычно высокоча-
стотная часть сигнала менее информативна, чем низкочастотная и не требует
дальнейшей спектральной детализации. После выполнения вейвлетного преобра-
зования мы получаем разбиение частотного диапазона, показанное на рисунке 25
(такое разбиение частотного диапазона возникает после выполнения пяти шагов
вейвлетного разложения).

В то же время, можно представить себе ситуацию, когда высокочастотный
сигнал hj+1

k обладает не менее богатым спектральным составом, чем низкоча-
стотный сигнал gj+1

k . В этом случае для получения лучшей детализации спектра
сигнала hj+1

k его можно также обработать с помощью фильтров LP[·] и HP[·].
В результате такой обработки частотный диапазон, соответствующий сигналу
hj+1

k будет разбит на два поддиапазона. Если довести такую схему обработки
до логического завершения, то каждый сигнал hj+1

k окажется разложенным на
два сигнала и мы получим полное бинарное дерево, которому соответствует рав-
номерное разбиение исходного частотного диапазона. Рисунок 26 иллюстрирует
описанную схему разложения. Здесь введены новые обозначения: x0

k — исход-
ный сигнал, x2j+1

k = LP[xj
k], x2j+2

k = HP[xj
k]. Совокупность всех сигналов xj

k при
0 6 j < 2m+1 − 1, где m — число шагов вейвлетного разложения, называется
библиотекой вейвлетных пакетов. Рассмотрим связное поддерево введенного
выше полного бинарного дерева, включающее его корень и удовлетворяющее сле-
дующему условию: два ребра, выходящие из одной вершины одновременно либо
включаются в поддерево, либо нет. Совокупность сигналов xj

k, соответствую-
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Рис. 26: Схема формирования библиотеки вейвлетных пакетов
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Рис. 27: Поддерево, задающее вейвлетный пакет

щих вершинам такого поддерева, называется вейвлетным пакетом сигнала x0
k.

Пакетное вейвлетное преобразование83 преобразует сигнал в соответствующий
этому сигналу вейвлетный пакет. Для заданного вейвлетного базиса каждому до-
пустимому поддереву полного бинарного дерева глубины m соответствует новое
пакетное вейвлетное преобразование. Ясно, что любой вейвлетный пакет несет
всю информацию о сигнале и по нему может быть восстановлен исходный сиг-
нал. Каждый вейвлетный пакет порождает некоторе разбиение пространства в
ортогональную сумму подпространств и соответствующий базис. Мы не будем
здесь заниматься этими вопросами.

Рассмотрим например 4 шага вейвлетного разложения, формирующие вей-
влетный пакет

{x0
k, x

1
k, x

2
k, x

3
k, x

4
k, x

5
k, x

6
k, x

11
k , x12

k , x23
k , x24

k }.
Такому пакету соответствует поддерево, показанное на рисунке 27 и разбиение
частотного диапазона, показанное на рисунке 28.

Пакетное вейвлетное преобразование дает нам большую свободу в выборе ба-

83packet wavelet transform
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Рис. 28: Разбиение частот, порожденное вейвлетным пакетом

зиса. В каждой задаче может быть выбран наиболее оптимальный базис, порож-
денный заданным вейвлетным базисом и допустимым поддеревом, генерирующим
вейвлетный пакет. Известен простой адаптивный алгоритм выбора оптимального
вейвлетного пакета. В этом алгоритме критерием качества вейвлетного пакета
предлагается считать энтропию сигнала относительно вейвлетного пакета,
которая определяется следующим образом:

E = −
∑

j,k

|xj
k| log |xj

k|.

Энтропия принимает большие значения если энергия сигнала относительно рав-
номерно размазана по базисным функциям. Малым значениям энтропии соответ-
ствует случай локализации энергии сигнала на небольшом подмножестве эле-
ментов базиса. В этом случае говорят, что базис хорошо согласован с сигналом.
Алгоритм формирования поддерева состоит в том, что на каждом шаге вейвлет-
ного разложения для каждого сигнала xj

k производится пробное разложение на
сигналы x2j+1 и x2j+2, после чего производится сравнение энтропий для старо-
го и нового пакетов. Соответствующие ребра бинарного дерева включаются в
поддерево, если пробное разложение привело к уменьшению энтропии.

15 Приложения спектральных методов

15.1 Идеология спектральных методов

Один из наиболее общих подходов к обработке сигналов связан с выделени-
ем набора характерных признаков84, достаточно полно описывающих сигнал.
Такие признаки обычно являются числовыми характеристиками сигнала, число
которых значительно меньше числа отсчетов сигнала. Таким образом, от пред-
ставления сигнала вектором его отсчетов, имеющим высокую размерность, мы
переходим к так называемому маломодовому представлению сигнала небольшим
количеством числовых характеристик. Основной задачей ЦОС является задача
выбора оптимального (т.е. наиболее информативного с точки зрения реша-
емой задачи) маломодового представления сигналов. В большинстве случаев
без такого преобразования информация, содержащаяся в сигнале не может быть
выделена и осмыслена человеком.

Одна из задач, решаемых с помощью маломодового представления — задача
классификации сигналов по некоторому признаку (например хочется отличать

84feature extraction
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шум исправного двигателя от шума, характерного для некоторой неисправности).
В большинстве случаев человеку не удается провести такую классификацию
путем визуального анализа сигнала.

При маломодовом представлении сигнала большое значение имеет «сжатие»
результатов многочисленных измерений до легко обозримых человеком форм.
Здесь полезно отметить что упомянутое «сжатие» информации широко приме-
нятся специалистами во многих областях, где анализ сигналов является важной
практической задачей. Так, при анализе электрокардиограммы (записи электри-
ческой активности сердечной мышцы) определяются значения некоторых харак-
терных величин (высота и продолжительность импульсов, временные промежут-
ки между ними), которые используются впоследствии для постановки диагноза.
При постановке диагноза врач руководствуется небольшим набором числовых
параметров, достаточно полно характеризующих интересующий его процесс.

Представление сигнала в виде временно́го ряда в большинстве случаев оказы-
вается малоинформативным ввиду своей избыточности. Отдельные компоненты
временны́х рядов всегда сильно коррелированы, что часто приводит к пробле-
мам при их численном анализе. При переходе к спектральному представлению
осуществляется линейная замена координат и происходит (при некоторой удаче)
так называемое расцепление корреляций85: элементы спектра, представляющие
временной ряд в спектральной области, оказываются слабо коррелированными86.
Спектр сигнала или простые характеристики спектра являются одним из самых
популярных маломодовых представлений сигнала. Свойство расцепления корре-
ляций особенно широко применяется для сокращения избыточности (сжатия)
изображений и звука.

Интуитивно ясно, что эффективность применения спектральных разложений
в смысле расцепления корреляций зависит от «естественности» используемого
набора базисных функций т.е. от того, насколько элементы базиса характерны
для динамики исследуемого временного ряда. Естественность применения то-
го или иного спектрального разложения требует в каждом случае отдельного
серьезного обсуждения. Следует ясно понимать, что никакие сколь угодно эле-
гантные спектральные разложения не будут эффективны для обработки сигнала
если природа базиса входит в явное противоречие с происхождением сигнала.

В теории цифровой обработки сигналов исследуемую функцию представляют
спектром и операции над функцией сводят к соответствующим операциям над ее
спектром. Такой подход во многом аналогичен приему, используемому в числен-
ных методах анализа, когда функцию заменяют ее полиномиальной аппрокси-
мацией, а операции над функцией сводят к операциям над аппроксимирующим
ее многочленом87. Использование спектральных разложений Фурье т.е. разло-

85decorrelation
86Известно спектральное разложение по ортогональному базису (разложение Карунена-Лоэва),

оптимальное в смысле наименьшей корреляции спектральных компонентов, однако чаще приме-
няются спектральные разложения, допускающие более эффективную реализацию.

87Отметим, что при фиксированных узлах tk коэффициенты аппроксимирующего многочлена
однозначно определяются значениями xk = x(tk) функции x(t) в узлах. Поэтому фактически все
операции над исходной функцией сводятся к операциям над дискретным набором ее значений xk в
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жений по гармоническим функциям полностью определяет специфику цифровой
обработки сигналов. Только в последнее время в цифровую обработку сигналов
начали проникать методы, основанные на спектральных разложениях, отличных
от разложений Фурье (например вейвлетные спектры).

Другим маломодовым представлением сигнала является его авторегрессион-
ная модель. Представление сигнала коэффициентами авторегрессора особенно
популярно в задачах классификации и идентификации сигналов. Оказывается,
что параметры авторегрессионной модели во многих задачах являются достаточ-
но представительными характеристиками сигнала, позволяющими выявить его
природу.

15.2 Классификация спектральных представлений

В зависимости от природы сигнала используется одно из рассмотренных выше
спектральных представлений. В этом разделе сделана попытка некоторой систе-
матизации свойств изученных нами спектральных представлений.

• Непериодический аналоговый сигнал x(t) может быть представлен непери-
одическим аналоговым спектром X(f):

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp(i2πft)df,

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft)dt.

• T -периодический аналоговый сигнал x(t) представляется непериодическим
дискретным спектром Cn:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp[i(2π/T )nt],

Cn =
1

T

∫ T

0

x(t) exp[−i(2π/T )nt]dt.

• Непериодический дискретный сигнал xk представляется 1-периодичным
аналоговым спектром X(f):

xk =

∫ 1/2

−1/2

X(f) exp(i2πfk)df,

X(f) =
∞∑

k=−∞
xk exp(−i2πfk).

узлах аппроксимации. Совершенно аналогичная ситуация имеет место в теории дискретизации,
когда спектр оказывается однозначно задан дискретными отсчетами исходного сигнала и все
операции над спектром сводятся к операциям над отсчетами.
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• N -периодический дискретный сигнал xk представляется дискретным N -
периодичным спектром Xn:

xk =

N/2∑

n=−N/2

Xn exp[i(2π/N)kn],

Xn =
1

N

N/2∑

n=−N/2

xk exp[−i(2π/N)kn].

Легко заметить, что

• периодическим сигналам соответствуют дискретные спектры, а непе-
риодическим — аналоговые;

• дискретным сигналам соответствуют периодические спектры, а ана-
логовым — непериодические.

15.3 Передискретизация

Передискретизацией88 временного ряда называется процедура изменения ин-
тервала дискретизации. При увеличении интервала дискретизации обычно го-
ворят о децимации сигнала, а уменьшение интервала дискретизации называют
интерполяцией сигнала.

Пусть временной ряд xk получен дискретизацией сигнала x(t) при интервале
дискретизации τ . При передискретизации по временному ряду xk получают но-
вый временной ряд x′k, соответствующий дискретизации сигнала x(t) при новом
значении τ ′ интервала дискретизации. Ясно, что если мы имеем только временной
ряд xk с известным интервалом дискретизации τ , то задача передискретизации
в общем случае не может быть решена — имеется сколько угодно различных
сигналов, принимающих заданные значения в точках дискретизации.

Теорема о наложении гарантирует возможность передискретизации в частном
случае сигналов с финитным спектром, для которых можно по спектру дискре-
тизации восстановить спектр исходного сигнала. Используя теорему Найквиста-
Шеннона, можно выписать явную формулу для передискретизации сигнала с
финитным спектром. Пусть сигнал x(t) имеет финитный спектр, ограниченный
частотой f∗ и для исходной дискретизации xk выполнено условие Найквиста:
τ < 1/2f∗. Тогда в соответствии с теоремой Найквиста-Шеннона по отсчетам xk

можно восстановить исходную функцию:

x(t) =
∞∑

j=−∞
xj sinc 2πf∗(t− jτ).

88resampling
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Теперь передискретизация может быть тривиально получена как дискретизация
восстановленной функции x(t) при новом значении интервала дискретизации τ ′:

x′k =
∞∑

j=−∞
xj sinc 2πf∗(kτ ′ − jτ).

Ясно, что передискретизация имеет смысл только если новое значение интер-
вала дискретизации удовлетворяет условию Найквиста. Если исходная дискрети-
зация удовлетворяет условию Найквиста, то имеет смысл любая передискретиза-
ция, приводящая к уменьшению интервала дискретизации. Таким образом, для
сигнала с финитным спектром по исходной корректной дискретизации мы можем
получить сколь угодно мелкую дискретизацию.

Описанный выше метод передискретизации временного ряда сводится к весь-
ма трудоемким вычислениям. Поскольку функция sinc(x) очень медленно затуха-
ет, при вычислении каждого отсчета временного ряда x′k приходится производить
суммирование по всем значениям индекса j, соответствующим ненулевым отсче-
там xj. Таким образом, при τ ′ = τ/M передискретизация временного ряда из N
отсчетов, дающая новый временной ряд из MN отсчетов, требует выполнения
MN2 = O(N2) операций умножения (здесь мы не учитываем затраты на вычис-
ление значений функции sinc(x)). Использование БПФ позволяет производить
быструю передискретизацию временного ряда.

Пусть исходный временной ряд xk содержит N отсчетов. Вычислим спектр Xn

временного ряда xk. В полученном спектре интервал дискретизации по частоте
равен ∆f = 1/Nτ , а отсчету с номером n соответствует частота fn = n∆f . Отсче-
ту с номером N/2 соответствует частота fN/2 = (N/2)∆f = 1/2τ , равная частоте
Найквиста f∗. Поскольку для исходной дискретизации предполагается выполнен-
ным условие Найквиста, в спектре исходного сигнала отсутствуют составляющие
с частотами, большими f∗.

Пусть τ ′ = τ/M т.е. результирующий временной ряд x′k содержит N ′ = MN
отсчетов. В спектре X ′

n временного ряда x′k интервал дискретизации по частоте
равен ∆f ′ = 1/N ′τ ′ = [(MN)(τ/M)]−1 = ∆f . Отсчету с номером N/2 как и
раньше соответствует частота fN/2 = (N/2)∆f ′ = (N/2)∆f = f∗. Отсчетам при
n > N/2 соответствуют частоты fn > f∗, отсутствующие в спектре исходного
сигнала. Поэтому спектр X ′

n временного ряда x′k может быть получен путем
простого дополнения нулями спектра Xn временного ряда xk.

Пусть теперь N = 2n и M = 2m. Тогда для вычисления спектра Xn и пере-
хода от спектра X ′

n к временному ряду x′k может быть использована процедура
БПФ. В этом случае для выполнения передискретизации требуется выполнить
N log N + N ′ log N ′ = N log N + MN(log N + log M) = O(MN log N) умножений.
Здесь удобно использовать процедуру сдвига нуля: x̂k = (−1)kxk. Тогда

X̂ ′
d+n = X̂n,

при 1 6 n 6 N − 1 и
d = (N ′ −N)/2.
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Отдельно следует рассмотреть непарный отсчет с индексом n = 0, соответствую-
щий в спектре X̂n частоте Найквиста, который перестает быть непарным в спек-
тре X̂ ′

n. Мощность этой спектральной составляющей должна быть распределена
между соответствующими отсчетами спектра X̂ ′

n:

X̂ ′
d = X̂ ′

d+N = X̂0/2.

Отметим, что процедуру быстрой передискретизации можно использовать и
для временных рядов, длина которых N не является целой степенью двойки.
В этом случае перед выполнением БПФ проводят дополнение временного ряда
нулями. После восстановления временного ряда x′k следует усечь его до длины
N ′ = MN . Отметим также, что предварительное исключение постоянной состав-
ляющей уменьшает потери точности при БПФ, а при использовании процедуры
дополнения нулями оно становится необходимым.

15.4 Фильтрация при децимации

Часто по тем или иным причинам появляется необходимость проредить вре-
менной ряд т.е. заменить его более коротким временным рядом. Прорежива-
ние обычно осуществляется путем простого отбрасывания отсчетов. Например
при прореживании вдвое отбрасывают каждый второй отсчет исходного сигнала.
Операция прореживания сигнала в цифровой обработке сигналов называется де-
цимацией89. Для определенности в этом разделе под децимацией будем понимать
прореживание сигнала вдвое.

С точки зрения спектральной теории операция децимации корректна только
в том случае, когда получающийся после нее интервал дискретизации продол-
жает удовлетворять условию Найквиста. Пусть исходный сигнал при частоте
дискретизации f1 = τ−1 удовлетворяет условию Найквиста. Тогда спектр сигнала
ограничен сверху частотой f∗ = f1/2. После децимации частота дискретизации
станет равна f2 = f1/2 = (2τ)−1 и спектр должен быть ограничен сверху уже
частотой f∗∗ = f2/2 = f∗/2. Таким образом, для корректности децимации необхо-
димо, чтобы в спектре отсутствовали составляющие в диапазоне частот [f∗/2, f∗]
т.е. правая половина спектра сигнала должна быть нулевой.

Пусть производится децимация сигнала, содержащего спектральные составля-
ющие с частотами f > f∗/2. По теореме о наложении спектр полученного после
децимации сигнала имеет вид

X2(f) = f2 [X(f − f2) + X(f) + X(f + f2)] ,

где X(f) — спектр исходного сигнала. Учитывая, что f2 = f∗, приходим к вы-
воду, что в спектральный отсчет с частотой 0 6 f < f∗/2 внесет вклад также и
спектральная составляющая с частотой f∗/2 < f∗− f 6 f∗. Спектральная состав-
ляющая с частотой f∗ − f > f∗/2, проявляющаяся как составляющая с частотой
f < f∗/2, называется «духом»90. Для звуковых сигналов «духи» проявляются как
неприятный металлический лязг.

89decimation
90alias frequency
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На практике операция прореживания успешно применяется, когда суммарная
мощность, сосредоточенная на частотах из диапазона [f∗/2, f∗] мала и ею можно
пренебречь. Однако в этом случае нельзя просто проредить сигнал, посколь-
ку в этом случае его спектр в диапазоне [0, f∗/2] окажется загрязнен «духами».
Перед децимацией необходимо путем фильтрации подавить спектральные состав-
ляющие с частотами f > f∗/2.

Опишем здесь простую схему предварительной фильтрации, позволяющей из-
бавиться от духов при децимации. Пусть исходный сигнал xk обработан фильтром

yk =
1

3
(xk + xk+1 + xk+2),

а затем сигнал yk в свою очередь обработан фильтром

zk =
1

4
(yk + yk+1 + yk+2 + yk+3).

Для первого фильтра амплитудная частотная характеристика вычисляется три-
виально:

Axy(f) = |1 + 2 cos(2πf)|/3.
Для второго фильтра имеем

Hyz(f) =
1

4
[1 + exp(−i2πf) + exp(−i2π(2f)) + exp(−i2π(3f))] =

=
1

4
· 1− exp(−i2π(4f))

1− exp(−i2πf)
=

exp(−i2π(2f))

4 exp(−i2πf/2)
· exp(i2π(2f))− exp(−i2π(2f))

exp(i2πf/2)− exp(−i2πf/2)
,

откуда

Ayz(f) =

∣∣∣∣
sin 2π(2f)

4 sin 2πf/2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
sin 4πf

4 sin πf

∣∣∣∣ .

Легко получить формулу, непосредственно выражающую zk через xk:

zk =
1

12
(xk + 2xk+1 + 3xk+2 + 3xk+3 + 2xk+4 + xk+5).

Частотная характеристика фильтра, преобразующего xk в zk получается как про-
изведение частотных характеристик Axy(f) и Ayz(f):

Axz(f) =

∣∣∣∣
sin 4πf

12 sin πf
[1 + 2 cos(2πf)]

∣∣∣∣ .

На рисунке 29 показана АЧХ построенного фильтра в логарифмическом масшта-
бе.

15.5 Фильтры в спектральной области

Здесь рассмотрена реализация цифровых фильтров в спектральной области.
Иногда спектральная реализация фильтров оказывается чрезвычайно удобной,
несмотря на невозможность использования такой реализации для фильтрации в
реальном масштабе времени. Кроме линейных ЦФ в спектральной области могут
быть реализованы некоторые простые нелинейные схемы фильтрации.
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Рис. 29: АЧХ фильтра-дециматора

Линейный фильтр в спектральной области

Теория цифровых фильтров была подробно рассмотрена выше, но в некоторых
случаях для фильтрации сигналов используется более простая и несколько более
ограниченная схема. Описанный вариант фильтра отличается простотой реали-
зации, но, несмотря на это, может быть с успехом использован для простой
обработки экспериментальных данных.

Рассмотрим временной ряд xk при 0 6 k < N , со спектром Xn. Пусть вре-
менной ряд xk получен дискретизацией исходного сигнала с интервалом дис-
кретизации τ . Тогда отсчет спектра с индексом n соответствует спектральной
составляющей с частотой fn = n∆f , где ∆f = 1/(Nτ). Пусть спектр Yn получен
из спектра Xn по правилу

Yn = H(n∆f)Xn,

где H(f) — частотная характеристика фильтра. Перейдем теперь от спектра Yn к
сигналу yk. Описанная процедура реализует фильтр с частотной характеристикой
H(f) в спектральной области. Отметим, что такую реализацию можно исполь-
зовать только в ситуации, когда все отсчеты исходного временного ряда заранее
известны. Описанная схема неприменима, когда отсчеты временного ряда посту-
пают в процессе их измерения и должны обрабатываться в реальном времени.
Фильтры, допускающие работу в реальном времени реализуются во временной
области и задаются импульсной характеристикой.

Сделаем несколько замечаний относительно практической реализации опи-
санной схемы. Спектр Xn исходного сигнала можно вычислять с использованием
описанной выше процедуры спектрального анализа, за исключением применения
взвешивающего окна во временной области. При этом приходится смириться с
некоторой погрешностью, вносимой за счет просачивания задерживаемых частот
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в область пропускания фильтра при свертке со спектром прямоугольного окна.
Процедуры дополнения сигнала нулями и исключения постоянной составляющей
используются в неизменном виде.

При задании частотной характеристики фильтра следует помнить, что ее свой-
ства должны быть согласованы с порядком отсчетов спектра Xn. Здесь удобно
применить процедуру сдвига нуля и перейти к сигналу x̂k = (−1)kxk. В этом
случае и частотную характеристику приходится сдвигать вправо на 1/2τ :

Ŷn = H((n−N/2)∆f)X̂n.

Для сигнала ŷk производится обратный сдвиг нуля: yk = (−1)kŷk.

Нелинейная пороговая фильтрация

Рассмотрим модификацию описанной в предыдущем разделе схемы фильтра-
ции, предназначенную для подавления маломощных случайных шумов. Во всех
временных рядах, получаемых в результате натурных измерений, присутствует
шум (помехи), обусловленные различными наводками. Образуем спектр Yn из
спектра Xn исходного сигнала xk по правилу:

Yn =





X0 n = 0

0 n = N/2

θε(Xn) else

,

где

θε(s) =

{
s 2|s|2 > ε

0 2|s|2 6 ε

и ε > 0 — порог пропускания фильтра. Эта формула уже учитывает специфи-
ческую симметричную структуру дискретного спектра мощности вещественного
сигнала. Фильтр пропускает высокоамплитудные спектральные составляющие,
задерживая низкоамплитудные. В качестве порога пропускания часто выбирают
некоторую долю от мощности самой мощной спектральной составляющей сиг-
нала. Предварительное исключение постоянной составляющей позволяет ограни-
чить потери точности при БПФ, а дополнение нулями используется в неизменном
виде. Такая нелинейная пороговая фильтрация базируется на следующем предпо-
ложении: в шуме присутствуют все частоты и мощность шума «размазывается»
по всей оси частот. При этом и так малая мощность шума относительно равно-
мерно распределяется по оси частот, порождая уже совсем маломощные шумовые
спектральные составляющие.

Нелинейная пороговая фильтрация иногда оказывается удивительно эффек-
тивным методом. Особенно удобно использовать такой фильтр в задаче удаления
шума из записи узкополосного процесса. Рассмотрим простой пример применения
пороговой фильтрации.

Рассмотрим сигнал x∗k вида

x∗k = sin

(
2πf1

k

128

)
+ cos

(
2πf2

k

128

)
, 0 6 k < 128
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Рис. 30: Исходный сигнал x∗k

Рис. 31: Зашумленный сигнал xk

при f1 = 7 и f2 = 12. График этого сигнала показан на рисунке 30. Рассмотрим
также сигнал xk, который представляет собой «зашумленный» вариант сигнала
x∗k:

xk = x∗k + sk,

где sk — случайная величина, равномерно распределенная на отрезке [−1, 1].
График сигнала xk показан на рисунке 31.

Вычислим спектр Xn сигнала xk. Спектр мощности показан на рисунке 32.
Исходный сигнал является узкополосным, поэтому его мощность вся сосредо-
точена в узком частотном диапазоне и спектральным составляющим сигнала
соответствуют высокоамплитудные компоненты спектра. Наоборот, спектр шума
широкополосен и мощность шума оказывается «размазанной» по всему частотно-
му диапазону, поэтому амплитуда каждой шумовой спектральной составляющей
оказывается небольшой.

Выберем в качестве порогового значения величину ε = 0.03. Вычисляя об-
ратное преобразование для спектра Yn, мы можем получить исходный сигнал x∗k,
выделив его из шума. Результирующий сигнал показан на рисунке 33. Видно,
что исходный сигнал восстановлен с неплохой точностью, при большой ампли-
туде шума.
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Рис. 32: Спектр сигнала xk

Рис. 33: Результат фильтрации сигнала xk

15.6 Спектральный анализ разностных схем

Разностные схемы, применяемые в численном анализе, с точки зрения циф-
ровой обработки сигналов являются цифровыми фильтрами и могут анализиро-
ваться с помощью развитых нами спектральных методов. Оказывается, что такой
подход является чрезвычайно полезным и позволяет легко выяснить некоторые
важные свойства широко употребляемых разностных схем.

Скользящее среднее

При обработке реальных данных часто используют процедуру, называемую
сглаживанием по методу скользящего среднего91 и описываемую в простейшем
случае симметричного 3-точечного сглаживания формулой:

yk =
1

3
(xk−1 + xk + xk+1).

Вычислим частотную характеристику рассматриваемой системы. Положим
для этого

xk = exp(i2πfk).

91moving average (MA)
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Рис. 34: Частотная характеристика схемы скользящего среднего

Рис. 35: АЧХ фильтров из двупараметрического семейства

Тогда

yk =
1

3
[exp(i2πf(k − 1)) + exp(i2πfk) + exp(i2πf(k + 1))] =

=
1

3
[exp(−i2πf) + 1 + exp(i2πf)] exp(i2πfk)

и
H(ω) =

1

3
[exp(−i2πf) + 1 + exp(i2πf)] =

1

3
(1 + 2 cos 2πf).

График амплитудной характеристики рассмотренного метода сглаживания по-
казан на рисунке 34. Легко видеть, что здесь мы просто имеем дело с фильтром
низких частот. Вообще все сглаживающие фильтры являются по сути филь-
трами низких частот.

Двупараметрическое семейство фильтров

Рассмотрим двупараметрическое семейство симметрических фильтров

yk = axk−2 + bxk−1 + cxk + bxk+1 + axk+2.
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Такой фильтр имеет частотную характеристику вида

H(f) = a exp(−i4πf) + b exp(−i2πf) + c + b exp(i2πf) + a exp(i4πf) =

= 2a cos(4πf) + 2b cos(2πf) + c.

Будем подбирать параметры так, чтобы получался фильтр низких частот, удо-
влетворяющий некоторым условиям. Так как мы синтезируем фильтр низких
частот, то естественно положить H(0) = 1 и H(1/2) = 0. Эти условия позволяют
исключить два из трех свободных параметров:

H(0) = 2a + 2b + c = 1,

H(1/2) = 2a− 2b + c = 0,

откуда b = 1/4, c = 1/2− 2a и

H(f) = 2a cos(4πf) +
1

2
cos(2πf) +

1

2
− 2a.

Значение оставшегося параметра можно подобрать экспериментально, рас-
сматривая графики функции H(f) при разных a и выбирая наиболее удачный.
Мы здесь поступим иначе — добавим к уже сформулированным условиям на па-
раметры еще одно независимое условие, однозначно определяющее параметр a.
Выбрать такое условие можно многими способами. Рассмотрим несколько наи-
более естественных.
Условие симетричности. Выбор условия

H(1/4) = 1/2

дает a = 0 и c = 1/2 и приводит к фильтру с импульсной характеристикой

1

4
(0, 1, 2, 1, 0).

Этот фильтр в некотором смысле «самый симметричный» среди фильтров нашего
семейства.
Условие высокого качества на низких частотах. Выбор условия

H(1/4) = 1

дает a = −1/8 и c = 3/4 и приводит к фильтру с импульсной характеристикой

1

8
(−1, 2, 6, 2,−1).

Этот фильтр хорошо пропускает частоты из отрезка [0, 1/4].
Условие высокого качества вблизи нуля. Выбор условия

H ′′(0) = 0
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Рис. 36: Частотные характеристики дифференцирующих фильтров

дает a = −1/16 и c = 5/8 и приводит к фильтру с импульсной характеристикой

1

16
(−1, 4, 10, 4,−1).

Заметим, что первая производная частотной характеристики в нуле равна нулю
вне зависимости от выбора параметра a. Этот фильтр очень хорошо пропускает
частоты, близкие к нулевой частоте.

Графики частотных характеристик всех описанных в этом пункте фильтров
показаны на рисунке 35.

Дифференцирующие фильтры

Рассмотрим две распространенные схемы дифференцирования временного
ряда:

yk = xk − xk−1,

yk = (xk+1 − xk−1)/2.

Частотные характеристики этих фильтров могут быть легко вычислены:

H(f) = 2 sin(πf)i exp(−iπf),

H(f) = i sin(2πf).

Амплитудные характеристики обеих схем показаны на рисунке 36. Из рисунка
видно, что вторая схема обладает значительно лучшими спектральными свой-
ствами по сравнению с первой. Действительно, первая схема удваивает ампли-
туду шума с частотой Найквиста, в то время как вторая схема такой шум (и все
высокочастотные шумы) почти полностью подавляет.
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Рис. 37: Частотные характеристики интегрирующих фильтров

Рис. 38: Отношение A(ω)/A∗(ω) для интегрирующих фильтров

Интегрирующие фильтры

Рассмотрим три разностные схемы интегрирования временного ряда:

yk = yk−1 + xk,

yk = yk−1 + (xk + xk−1)/2,

yk = yk−2 + (xk + 4xk−1 + xk−2)/3,

в которых легко узнать соответственно формулу прямоугольников, трапеций и
Симпсона интегрирования сеточной (дискретизированной) функции.

Легко отыскать частотные характеристики фильтров, заданных приведенны-
ми выше формулами. Приведем соответствующие вычисления для первого из
выписанных фильтров. Положим xk = exp(i2πfk). Тогда

H(f) exp(i2πfk) = H(f) exp(i2πf(k − 1)) + exp(i2πfk)

и, следовательно,
H(f)(1− exp(−i2πf)) = 1,

откуда
H(f) = [1− exp(−i2πf)]−1.
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Выпишем результат для амплитудных характеристик:

A(f) = |2 sin(πf)|−1

A(f) = | cos(πf)| · |2 sin(πf)|−1

A(f) = (2 + cos(2πf)) · |3 sin(2πf)|−1.

Графики амплитудных характеристик показаны на рисунке 37.
Идеальным интегрирующим фильтром называется фильтр, преобразующий

сигнал xk = x(kτ) в сигнал yk = y(kτ), где

y(t) =

∫ t

−∞
x(s)ds.

Легко вычислить амплитудную характеристику идеального интегратора: A∗(ω) =
|2πf |−1.

Вычислим для каждого из рассмотренных интегрирующих фильтров отноше-
ние его амплитудной характеристики к характеристике идеального интегратора.
Получим соответственно:

A(f)/A∗(f) = |πf | · | sin(πf)|−1,

A(f)/A∗(f) = |πf | · | sin(πf)|−1 · | cos(πf)|,
A(f)/A∗(f) = |2πf | · | sin(2πf)|−1 · (2 + cos(2πf))/3.

На рисунке 38 показаны графики вычисленных отношений. На низких часто-
тах заметно превосходство формулы Симпсона — соответствующий ей график
отношения A(f)/A∗(f) лежит ближе других к единице. Однако при наличии в
сигнале высокочастотных шумов (с частотой, близкой к частоте Найквиста) при-
менение формулы Симпсона становится опасным, т.к. шум на частоте Найквиста
усиливается соответствующим фильтром в бесконечное число раз! Здесь уже
лучшей становится формула трапеций, которая вовсе не пропускает высокоча-
стотный шум.

Выводы и замечания

Одним из важных свойств используемых нами методов обработки данных яв-
ляется их устойчивость (или неустойчивость) по отношению к малым изменениям
параметров. Естественно ожидать, что малое шевеление решаемой задачи должно
приводить к малому изменению ответа. Решение, полученное в ситуации отсут-
ствия устойчивости, вероятно лишено физического смысла. В то же время для
большинства методов достаточно полное исследование их свойств отсутствует.
Более того, методы, устойчивые в одной ситуации, могут оказаться неустойчи-
выми в другой. Свойства используемого метода обработки по отношению к шуму
во входных данных являются мощнейшей из доступных характеристик устойчи-
вости. Любая широко используемая численная формула должна быть исследована
с точки зрения ее отношения к наличию шума. Такой подход дает новый взгляд
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на численные методы, поскольку большинство популярных формул высокого по-
рядка оказываются неудовлетворительными в спектральной области. Кроме того,
спектральные свойства применяемых методов часто позволяют глубже понять их
природу.

Здесь мы процитируем отрывок из книги [Хемминг, 1972], чтобы обратить
внимание читателя на некоторые опасные подводные камни, характерные для
простых преобразований исходных данных.

Из сказанного выше вытекает, что какую-нибудь линейную ком-
бинацию равноотстоящих узлов можно рассматривать как некоторую
«фильтрацию» функции. В прошлом, пока соответствующая теория
не была достаточно ясна, нередко случалось, что некоторые невинно
выглядевшие преобразования, выполненные на ранней стадии вычис-
лений, существенно влияли на полученный результат, который затем
интерпретировался как физический эффект, а не как эффект обработ-
ки данных.

В качестве примера представим себе белый шум (в котором, как
и в белом свете, присутствуют все частоты с одинаковой амплитудой,
но случайной фазой) и при обработке его удалим почти все частоты,
кроме небольшого интервала; тогда последующий анализ показал бы
наличие преобладающей частоты, и одна и та же частота появлялась
бы независимо от источника белого шума, будь то рыночные цены или
количество пятен на Солнце.

15.7 Адаптивные фильтры

До этого момента мы всегда рассматривали статические фильтры, структура
которых выбирется на этапе синтеза и остается неизменной в процессе функ-
ционирования. В последнее время распространение получили адаптивные схемы
фильтрации, в которых структура фильтра динамически изменяется во время
его работы. В простейшем случае адаптивный фильтр92 состоит из обычного
КИХ-фильтра и алгоритма адаптации, динамически изменяющего коэффициенты
фильтра. Вообще говоря такой фильтр не является линейной системой, посколь-
ку коэффициенты КИХ-фильтра зависят от входного сигнала. Здесь мы опишем
простейшую и наиболее употребимую схему адаптивной фильтрации, принадле-
жащую Видроу и Хоффу93.

На рисунке 39 показана общая структурная схема адаптивного фильтра. Блок,
обозначенный буквами AF (adaptive filter), представляет собой собственно адап-
тивный фильтр. На вход адаптивного фильтра подается входной сигнал xk и
сигнал ошибки εk. Выходной сигнал yk образуется в соответствии с формулой

yk =
n−1∑
j=0

ak
j xk−j,

92adaptive filter
93Widrow B. Winter R. Neural Nets for Adaptive Filtering and Adaptive Pattern Recognition.

//Computer, 1988, N 3.
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Рис. 39: Адаптивный фильтр

где n — порядок фильтра, а ak
j — его коэффициенты на k-м шаге. Считается, что

отсчеты входного сигнала xk подаются на вход адаптивного фильтра по одному
в реальном масштабе времени. На каждом шаге алгоритм адаптации произво-
дит изменение коэффициентов фильтра таким образом, чтобы по возможности
минимизировать средний квадрат сигнала ошибки εk:

E =
〈
ε2

k

〉 → min .

Сигнал ошибки получается как разность выходного сигнала фильтра и целевого
сигнала dk:

εk = dk − yk.

По сути алгоритм адаптации изменяет структуру фильтра таким образом, чтобы
выходной сигнал как можно меньше отличался от целевого сигнала:

E =
〈
(dk − yk)

2
〉 → min .

Алгоритм адаптации

Опишем алгоритм адаптации, предложенный Видроу и Хоффом и называемый
также дельта-правилом Видроу-Хоффа94. Рассмотрим вектор Ak ∈ Rn коэффици-
ентов фильтра на k-м шаге95:

Ak = [a0, . . . , an−1]
T .

На каждом шаге вектор коэффициентов изменяется на величину ∆Ak ∈ Rn:

Ak+1 = Ak + ∆Ak

Рассмотрим также входной вектор Xk, состоящий из тех отсчетов входного сиг-
нала, которые используются для вычисления k-го отсчета выходного сигнала yk:

Xk = [xk, xk−1, . . . , xk−(n−1)]
T .

94Widrow-Hoff delta rule
95Здесь символ T в качестве верхнего индекса обозначает операцию транспонирования матри-

цы.
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Во введенных обозначениях формула для k-го отсчета выходного сигнала yk мо-
жет быть переписана в следующем виде:

yk = XT
k Ak.

Соответственно сигнал ошибки εk может быть вычислен по формуле:

εk = dk −XT
k Ak.

Изменение k-го отсчета сигнала ошибки εk может быть легко вычислено:

∆εk = ∆(dk −XT
k Ak) = −XT

k ∆Ak.

Алгоритм адаптации Видроу-Хоффа заключается в изменении коэффициентов
фильтра в соответствии со следующей формулой:

∆Ak = αεk
Xk

|Xk| .

Покажем, что при использовании такой схемы адаптации действительно проис-
ходит уменьшение ошибки:

∆εk = ε′k − εk = −αεk
XT

k Xk

|Xk| = −αεk.

Из этого равенства следует, что

ε′k = (1− α)εk.

Таким образом, если выполнено условие

0 < α < 1,

то на каждом шаге адаптации происходит уменьшение ошибки. Выбор величины
α определяет скорость процесса адаптации.

Примеры применения

Рассмотрим некоторые примеры применения адаптивного фильтра для реше-
ния практических задач обработки сигналов.
Выделение сигнала из шума. Пусть полезный сигнал sk наблюдается на фоне
мощного аддитивного шума nk:

s′k = sk + nk.

Пусть наблюдаемый зашумленный сигнал s′k подается на целевой вход dk адап-
тивного фильтра. Пусть также наблюдается шумовой сигнал nk, но результатом
наблюдения является сигнал n′k, скоррелированный с зашумляющим сигналом
nk. Сигнал n′k подадим на вход xk адаптивного фильтра. Схема фильтра показана
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Рис. 40: Адаптивная система подавления шума

на рисунке 40. Фильтр получает на вход шум n′k, фильтрует его и вычитает ре-
зультат фильтрации из зашумленного сигнала sk +nk. Выходом системы является
сигнал ошибки εk адаптивного фильтра. В процессе адаптации фильтр начина-
ет оценивать шум nk по входному шуму n′k. Эта особенность описанной схемы
фильтрации позволяет успешно использовать ее для выделения слабых сигналов
из мощных шумов.

Проанализируем работу описанного адаптивного фильтра. Предположим, что
сигналы sk, nk и n′k стационарны и центрированы. Предположим также, что
сигнал sk не коррелирует с шумами nk и n′k. По условию шум n′k скоррелирован
с шумом nk. Рассмотрим выход системы:

εk = sk + nk − yk. (∗)
Вычислим среднее значение квадрата обеих частей этого равенства:

〈
ε2

k

〉
=

〈
s2

k

〉
+

〈
(nk − yk)

2
〉

+ 2
〈
sk(nk − yk)

2
〉
.

Поскольку сигнал sk не коррелирован с шумом nk (по условию) и выходом адап-
тивного фильтра yk (как результатом фильтрации nk), то последнее равенство
принимает вид: 〈

ε2
k

〉
=

〈
s2

k

〉
+

〈
(nk − yk)

2
〉
.

Адаптивный фильтр минимизирует среднеквадратичное значение ошибки εk при-
чем среднеквадратичное значение 〈s2

k〉 сигнала остается постоянным, поэтому
фактически происходит минимизация величины

〈
(nk − yk)

2
〉 → min .

Следовательно, в процессе адаптации происходит подстройка коэффициентов
фильтра таким образом, что его выход yk оказывается оптимальной оценкой шума
nk:

yk = n̄k.

Из равенства (∗) следует, что при минимизации величины 〈(nk − yk)
2〉 одновре-

менно происходт минимизация величины 〈(εk − sk)
2〉, так что сигнал ошибки εk

адаптивного фильтра оказывается оптимальной оценкой полезного сигнала sk:

εk = s̄k.
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Рис. 41: Адаптивная прямая модель
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Рис. 42: Адаптивная обратная модель

Моделирование системы. Пусть имеется линейная система F неизвестной
структуры, преобразующая входной сигнал sk в выходной сигнал s′k. Одним из
способов изучения неизвестной системы состоит в построении ее модели т.е.
системы с известной структурой, выполняющей то же преобразование входного
сигнала.

При прямом моделировании на вход xk адаптивного фильтра подается вход-
ной сигнал sk системы F , а ее выход (сигнал s′k) рассматривается как целевой
вход dk адаптивного фильтра. Соответствующая схема адаптивного фильтра по-
казана на рисунке 41. Минимизируемая ошибка εk есть отклонение реакции
адаптивного фильтра от реакции системы F на общий входной сигнал. В резуль-
тате адаптации коэффициентов строится модель системы F — система заданного
порядка, оптимально приближающая поведение системы F . При этом выход yk

адаптивного фильтра оказывается оптимальной оценкой отклика системы F на
входной сигнал: yk = s̄′k. Если порядок моделирующей системы выбран верно,
то после обучения она будет в ответ на произвольный входной сигнал выдавать
тот же отклик, что и моделируемая система. В этом случае полученные после
адаптации коэффициенты адаптивного фильтра представляют собой не что иное
как импульсную характеристику моделируемой системы.

Возможен другой подход к решению задачи моделирования — так называемое
обратное моделирование96. При обратном моделировании на вход xk адаптивно-

96inverse modeling
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Рис. 43: Адаптивный предиктор

го фильтра подается выходной сигнал s′k системы F , а на целевой вход dk пода-
ется ее входной сигнал sk, задержанный на m отсчетов. Соответствующая схема
адаптивного фильтра показана на рисунке 42. На этом рисунке блок, обозначен-
ный символом τ−m осуществляет задержку входного сигнала на m отсчетов т.е.
выходным сигналом этого блока является сигнал sk−m. Фактически при обратном
моделировании строится система, обратная к исследуемой.

Рассмотрим функционирование схемы обратного моделирования. Сначала по-
ложим для простоты m = 0. В этом случае среднеквадратичная ошибка 〈ε2

k〉 бу-
дет малой, если система F и адаптивный фильтр, включенные последовательно
и рассматриваемые как единый фильтр будут осуществлять тождественное пре-
образование входного сигнала. При этом алгоритм адаптации построит фильтр с
частотной характеристикой, обратной по отношению к частотной характеристике
системы F . Выбор ненулевой величины задержки m позволяет естественным об-
разом учесть возможный фазовый сдвиг сигнала, осуществляемый исследуемой
системой.
Статистическая предикция. Под статистической предикцией понимается пред-
сказание будущих значений временного ряда на основе данных о его поведении
в предшествующие моменты времени. Возможность статистической предикции
основана на наличии корреляционной связи между соседними отсчетами времен-
ного ряда.

Рассмотрим схему, реализующую оптимальную статистическую предикцию на
базе адаптивного фильтра. На вход xk адаптивного фильтра подается исходный
сигнал sk, задержанный на m отсчетов (т.е. сигнал sk−m), а на целевой вход dk

подается текущий отсчет sk входного сигнала. Соответствующая схема адаптив-
ного фильтра показана на рисунке 43. В результате адаптации коэффициенты
фильтра настраиваются таким образом, что адаптивный фильтр осуществляет
оптимальное оценивание текущего отсчета входного сигнала по значениям его n
отсчетов (где n — порядок адаптивного фильтра), отстоящих от текущего момен-
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та времени на m единиц. Полученные коэффициенты импортируются во вспомо-
гательный фильтр SF (slave filter). Этот фильтр получает на вход текущий отсчет
sk входного сигнала без задержки и формирует оптимальную предикцию отсчета
sk+m

15.8 Преобразование Карунена-Лоэва

В разделе 15.1 мы уже кратко обсуждали идею «расцепления корреляций».
Во многих случаях оптимальным является такое представление информации,
при котором отдельные элементы представления не коррелируют между собой.
Преобразование Карунена-Лоэва97, называемое также анализом главных ком-
понент98 является оптимальным в смысле расцепления корреляций: различные
элементы спектра оказываются полностью декоррелированными. Базис, по ко-
торому производится разложение сигнала при преобразовании Карунена-Лоэва
конструируется по статистическому описанию (ковариационной матрице) всего
множества возможных исходных сигналов. Поэтому следует учитывать, что оп-
тимальные свойства преобразования Карунена-Лоэва имеют место только для
стационарных эргодических случайных процессов, для которых такое описание
возможно и адекватно.

Рассмотрим стационарный эргодический случайный процесс x(t), заданный
совокупностью своих реализаций {xξ(t)}. Пусть выбран интервал наблюдения
T и интервал дискретизации τ = T/n. После дискретизации каждая реализа-
ция xξ(t) оказывается представлена конечным временным рядом xj = xξ(jτ) при
0 6 j 6 n−1. Каждый отсчет xj полученного временного ряда представляет собой
случайную величину, а весь временной ряд xj можно рассматривать как вектор
x ∈ Rn, состоящий из случайных величин. Относительно случайных величин
xj будем предпологать, что каждая из них центрирована: 〈xj〉 = 0. Различные
координаты случайного вектора x (отсчеты временного ряда) могут быть скорре-
лированы между собой. Ковариационную матрицу K[x] определим формулой

Kij[x] = 〈xixj〉 =
〈
xxT

〉
.

Эту формулу можно переписать следующим образом:

K[x] =
〈
xxT

〉
.

Элемент Kij[x] ковариационной матрицы K[x] представляет собой ковариацию
i-го и j-го отсчетов исходного временного ряда, а на диагонали матрицы распо-
ложены дисперсии соответствующих отсчетов. Ясно, что матрица K[x] является
симметричной матрицей.

Рассмотрим невырожденное ортогональное линейное преобразование коорди-
нат, заданное матрицей A (т.е. det A 6= 0 и AT A = E) и преобразующее векторы
x ∈ Rn в векторы y ∈ Rn по правилу

y = Ax.

97См. Волченков Е.Я. Преобразование главных компонентов и методы его применения в рас-
познавании образов и обработке изображений. //Зарубежная радиоэлектроника, 1991, N 3.

98principal component analysis
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Поставим задачу выбора преобразования координат A, согласованного с кова-
риационной матрицей K[x] таким образом, что ковариационная матрица K[y] =
K[Ax] представляет собой диагональную матрицу. В этом случае различные ко-
ординаты вектора y оказываются взаимно не коррелированными.

Посмотрим как изменяется ковариационная матрица при линейном преобра-
зовании координат:

K[y] = 〈yy∗〉 =
〈
Ax(Ax)T

〉
=

〈
AxxT AT

〉
= A 〈xx∗〉AT = AK[x]AT .

Поскольку для ортогональных преобразований AT = A−1, то задача выбора со-
гласованного преобразования сведена, таким образом, к выбору ортогонального
преобразования B = A−1 = AT , диагонализирующего матрицу ковариации K[x]:

K[y] = B−1K[x]B = D.

Из курса линейной алгебры известно, что искомой матрицей является матрица,
столбцы которой совпадают с собственными векторами uk матрицы K[x]. Поря-
док расположения собственных векторов в столбцах матрицы B выбирают таким
образом, чтобы соответствующие собственные значения образовывали невозрас-
тающую последовательность:

λ0 > λ1 > . . . > λn−1.

При этом на диагонали матрицы K[y] стоят соответствующие собственный значе-
ния λk матрицы K[x]. Таким образом, дисперсии координат случайного вектора
y совпадают с собственными значениями λk.

Полученная совокупность собственных векторов uk образует дискретный ор-
тонормированный базис (базис Карунена-Лоэва):

x = A−1y = By =
n−1∑

k=0

ykuk (∗)

(ортонормированность следует из ортогональности преобразования A). Базисные
векторы (дискретные базисные функции) uk называются главными компонента-
ми. Числа λk при 0 6 k 6 n−1 образуют спектр мощности главных компонент.
Для спектра мощности главных компонент выполнено равенство, аналогичное ра-
венству Парсеваля:

n−1∑

k=0

λk =
n−1∑

k=0

σ2[yk] =
n−1∑

k=0

σ2[xk].

Это равенство следует из инвариантности следа матрицы (суммы диагональных
элементов) при невырожденных преобразованиях.

Рассмотрим другой подход к определению базиса Карунена-Лоэва. Пусть за-
дана совокупность векторов xk ∈ Rn. Выберем в пространстве Rn направление
a ∈ Rn, |a| = 1 такое, что сумма квадратов проекций на него векторов xk макси-
мальна:

S(a) =
∑

k

(aT xk)2 → max .
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Найдем условный экстремум функции S(a) при условии |a|2 = 1. Функция Ла-
гранжа имеет вид:

Sλ(a) =
∑

k

(aT xk)2 + λ(|a|2 − 1) =
∑

k

(∑
j

ajx
k
j

)2

+ λ

(∑
j

a2
j − 1

)
.

Экстремум найдем из уравнения ∂Sλ/∂aj = 0:

∑
j

(∑

k

xk
px

k
j

)
aj = λap.

Если ввести обозначение
K̄ij =

∑

k

xk
i x

k
j ,

то последние уравнение перепишется в виде:

K̄a + λa = 0.

и вектор a получается как решение задачи на собственные значения. Матрица K̄
с точностью до постоянного множителя совпадает с выборочной оценкой матрицы
ковариации K[x].

Множитель Лагранжа λ с точностью до знака совпадает с производной макси-
мального значения функции s(a) по параметру h, если уравнение связи записать
в виде |a|2 = h. С учетом того, что

S(a) = |a|2
∑

k

|xk
(a)|2,

где xk
(a) — проекция вектора xk на направление a, приходим в выводу, что соб-

ственное значение, соответствующее выбранному собственному вектору a, дает
значение функции S(a) в точке максимума. Выберем в качестве направления a
собственный вектор, соответствующий максимальному по абсолютной величине
собственному значению матрицы K̄. Проектируя векторы xk на ортогональное до-
полнение подпространства, натянутого на вектор a, получим аналогичную задачу
с на единицу меньшей размерностью. Поскольку собственные векторы матрицы
K̄ ортогональны (матрица K̄ симметрична), собственный вектор, соответствую-
щий следующему по абсолютной величине собственному значению, дает решение
для полученной задачи меньшей размерности (почему?).

Выпишем собственные вектора матрицы K̄ в порядке убывания соответствую-
щих им собственных значений. Среди всех подпространств размерности m, под-
пространство Vm, натянутое на первые m собственных векторов, выделяется тем,
что сумма квадратов проекций векторов xk на него максимальна. Это означает,
что в подпространстве Vm сосредоточена наибольшая энергия (дисперсия, вариа-
бельность) сигнала. Рассмотрим частичную сумму разложения (∗) произвольного
вектора x по векторам базиса Карунена-Лоэва:

x(m) =
m−1∑

k=0

ykuk.
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Вектор x(m) лежит в подпространстве Vm и является оптимальным m-мерным
приближением к вектору x в смысле максимальной локализации дисперсии. Уже
немногие первые коэффициенты yk разложения сигнала по главным компонентам
содержат почти всю информацию о сигнале x.

Процедура конструирования базиса Карунена-Лоэва по исходному сигналу
связана с выполнением весьма трудоемкой процедуры поиска собственных век-
торов и собственных значений ковариационной матрицы. Именно поэтому пре-
образование Карунена-Лоэва не находит широкого применения при обработке
сигналов. На практике следует иметь в виду, что собственные значения кова-
риационной матрицы обычно быстро убывают и в спектре мощности главных
компонент содержится много почти нулевых элементов. Эта особенность показы-
вает, что задача предъявляет к алгоритму поиска собственных векторов и соб-
ственных значений серьезные требования в плане вычислительной устойчивости.
Из широко распространенных методов следует рекомендовать весьма устойчивый
итерационный метод вращений Якоби99. По сравнению с прямыми методами, бо-
лее устойчивыми оказываются методы, связанные с сингулярным разложением
(SVD-разложением) матрицы ковариации100. Краткое описание и реализацию пе-
речисленных методов можно найти в [Numerical Recipes, 1997].

15.9 О сигнальных процессорах

Алгоритмы цифровой обработки сигналов часто оказываются весьма требова-
тельными к быстродействию используемого компьютера. В то же время многие
приложения, использующие алгоритмы ЦОС, работают с реальными данными,
поступающими из внешеней среды. В этом случае скорость порождения дан-
ных часто оказывается слишком высокой и программная реализация алгоритмов
ЦОС не справляется с обработкой поступающих данных в реальном времени.
Наиболее часто такие задачи встречаются при кодировании и декодировании
аудио и видео сигналов (сотовая телефония, цифровое телевидение и пр.) и при
управлении промышленными системами. Одним из вариантов решения проблемы
низкого быстродействия компьютерных систем является использование специа-
лизированных сигнальных процессоров101. Сигнальный процессор является од-
ной из основных составных частей большинства звуковых плат. В этом разделе
приведен очень краткий обзор особенностей сигнальных процессоров. За более
полной информацией можно обратиться к книге [Солонина, 2001].

С пользовательской точки зрения основной отличительной особенностью сиг-
нальных процессоров является высокое быстродействие при вычислении дискрет-
ных сверток, БПФ и выполнении других операций, характерных для цифровой
обработки сигналов. При этом тактовая частота сигнальных процессоров обычно
существенно ниже, чем у процессоров общего назначения — от 30 до 300 МГц.
Выигрыш в быстродействии достигается за счет архитектуры, ориентированной
на решение узкого класса задач обработки сигналов. С точки зрения архитектуры

99См. Калиткин Н.Н. Численные методы. 1978.
100См. Деммель Дж. Вычислительная линейная алгебра. Теория и приложения. 2001.
101digital signal processor (DSP)
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основное отличие сигнальных процессоров от процессоров общего назначения —
использование гарвардской архитектуры. При этом процессор имеет два различ-
ных банка памяти для программы и данных и две различные шины для их адреса-
ции. Многие сигнальные процессоры за один такт выполняют такие характерные
для цифровой обработки сигналов операции как умножение вещественных чисел
с накоплением суммы, адресация данных по двоично-инверсированному адре-
су. Быстродействие сигнальных процессоров измеряется в миллионах операций с
плавающей точкой в секунду (MFLOPS).

Основные производители сигнальных процессоров — фирмы Analog Devices,
Texas Instruments и Motorola. Физически сигнальный процессор обычно выпол-
нен в виде отдельного микропроцессора, который может быть использован при
разработке нового аппаратного обеспечения. В то же время все производителя
сигнальных процессоров выпускают также сигнальные платы расширения, сов-
местимые по системной шине с обычными персональными компьютерами. В этом
случае сигнальный процессор используется как вспомогательное устройство, вы-
полняющее операции, связаные с обработкой сигналов параллельно с работой
основного процессора. Некоторые сигнальные платы включают в себя АЦП и
ЦАП для связи с внешней средой. Большинство сигнальных процессоров ори-
ентированы на работу в системах, содержащих множество параллельно работа-
ющих сигнальных процессоров. Имеются сигнальные платы, содержащие до 16
параллельно работающих сигнальных процессоров.

16 Двумерные спектральные методы

В этом разделе будут кратко описаны некоторые спектральные методы обра-
ботки изображений исключительно с целью демонстрации эффективности спек-
трального подхода в задачах обработки изображений. В отличие от других раз-
делов, здесь мы излагаем теоретический материал конспективно, полагаясь на
опыт работы со спектрами, который читатель уже приобрел. Основное внимание
уделено ключевым идеям и отличиям от одномерного случая.

Обычно под сигналом понимается результат наблюдения за изменением неко-
торой величины с течением времени. В этом случае аналоговый сигнал является
функцией одной вещественной переменной, а дискретный сигнал — последова-
тельностью чисел, занумерованных с помощью одного индекса. Важным свой-
ством такого сигнала является т.н. линейная корреляционная структура образу-
ющей его последовательности чисел. Соседние отсчеты сигнала всегда оказыва-
ются зависимыми, поскольку значение сигнала не может сильно измениться за
время, равное интервалу дискретизации.

Важным на практике оказывается случай двумерной корреляционной струк-
туры, которой обладает, например, плоское дискретное изображения в градациях
серого102. Здесь соседние (на плоскости) отсчеты (пикселы) изображения зави-
симы, поскольку яркость картинки обычно изменяется относительно медленно
от пиксела к пикселу. Двумерные спектральные методы позволяют использовать

102grayscale image
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при обработке изображений основную идею спектрального представления — ин-
формация о внутренней корреляционной структуре данных «упаковывается» в
используемый базис.

16.1 Двумерные ряды Фурье

Функция двух вещественных переменных x(t1, t2) называется (T1, T2)-
периодической если для любых целых чисел k1 и k2 равенство

x(t1 + k1T1, t2 + k2T2) = x(t1, t2)

выполняется тождественно по переменным t1 и t2.
Пусть задана (T1, T2)-периодическая функция x(t1, t2). Зафиксируем t2 и рас-

смотрим функцию xt2(t1) = x(t1, t2). Функция xt2(t1) является T1-периодической
и может быть разложена при каждом значении t2 в ряд Фурье:

xt2(t1) = x(t1, t2) =
∞∑

n1=−∞
Cn1(t2) exp(i2πn1f

0
1 t1),

где f 0
1 = 1/T1.

При каждом t2 значение коэффициента Cn1(t2) может быть вычислено по
формуле:

Cn1(t2) =
1

T1

∫ T1

0

x(s1, t2) exp(−i2πn1f
0
1 s1)ds1.

Из последней формулы сразу следует T2-периодичность коэффициента Cn1(t2)
как функции переменной t2 и возможность следующего разложения:

Cn1(t2) =
∞∑

n2=−∞
Cn1n2 exp(i2πn2f

0
2 t2),

где f 0
2 = 1/T2 и коэффициенты Cn1n2 могут быть вычислены по формуле

Cn1n2 =
1

T2

∫ T2

0

Cn1(s2) exp(−i2πn2f
0
2 s2)ds2.

Выпишем теперь полностью полученное разложение функции x(t1, t2):

x(t1, t2) =
∞∑

n1,n2=−∞
Cn1n2 exp[i2π(n1f

0
1 t1 + n2f

0
2 t2)].

Формула для коэффициентов Cn1n2 также может быть выписана явно:

Cn1n2 =
1

T1T2

∫ T1

0

∫ T2

0

x(s1, s2) exp[−i2π(n1f
0
1 s1 + n2f

0
2 s2)]ds1ds2.

Прием, примененный нами при выводе формул двумерного ряда Фурье, носит
название переразложения коэффициентов и широко применяется в приклад-
ной математике для распространения одномерных методов на двумерные данные.
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Фактически при разложении функции двух переменных в двумерный ряд Фурье
происходит разложение по базису вида

en1,n2(t1, t2) = exp[i2π(n1f
0
1 s1 + n2f

0
2 s2)] = exp(i2πn1f

0
1 s1) exp(i2πn2f

0
2 s2).

Функция этого базиса с индексом (n1, n2) получена перемножением функций с
индексами n1 и n2 из обычного базиса Фурье. Двумерный базис, образованный
таким способом из одномерных базисов называется тензорным произведением
базисов. Аналогично можно получить базис произвольной размерности.

16.2 Двумерное ДПФ и БПФ

Двумерную дискретную функцию x[k1, k2] (0 6 k1 6 N1 − 1, 0 6 k2 6 N2 −
1) можно считать результатом дискретизации двумерной (T1, T2)-периодической
функции x(t1, t2):

x[k1, k2] = x(k1τ1, k2τ2),

где τ1 = T1/N1 и τ2 = T2/N2 — интервалы дискретизации по первому и второму
аргументу соответственно. Совершенно аналогично рассмотернному выше одно-
мерному случаю может быть построена теория дискретизации для функций двух
переменных. Мы не будем здесь подробно заниматься этими вопросами.

Как и в одномерном случае, путем формальной дискретизации формулы для
коэффициентов Фурье могут быть получены формулы двумерного дискретного
преобразования Фурье:

X[n1, n2] =
1

N1N2

N1−1∑

k1=0

N2−1∑

k2=0

x[k1, k2]W
−n1k1
N1

W−n2k2
N2

,

x[k1, k2] =

N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

X[n1, n2]W
n1k1
N1

W n2k2
N2

.

Совокупность чисел X[n1, n2] называется двумерным дискретным спектром
функции x[k1, k2].

Формулу для двумерного дискретного преобразования Фурье можно перепи-
сать следующим образом:

X[n1, n2] =
1

N1

N1−1∑

k1=0

(
1

N2

N2−1∑

k2=0

x[k1, k2]W
−n2k2
N2

)
W−n1k1

N1
.

Полученное выражение позволяет сформулировать следующий быстрый алгоритм
вычисления двумерного ДПФ с помощью одномерного БПФ, называемый дву-
мерным БПФ. Пусть функция x[k1, k2] задана в виде матрицы из N1 строк и N2

столбцов и первый индекс означает номер строки. Для каждой строки матрицы
x[k1, k2] вычислим БПФ и результат поместим в соответствующую строку матри-
цы f [k1, n2]. После этого для каждого столбца матрицы f [k1, n2] также вычислим
БПФ и результат этой операции даст нам соответствующий столбец искомой
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Рис. 44: Порядок отсчетов двумерного спектра

матрицы X[n1, n2]. Совершенно аналогично может быть получен быстрый алго-
ритм вычисления обратного двумерного ДПФ называемый двумерным обратным
БПФ. Трудоемкость двумерного БПФ при N1 = N2 = N составляет O(N2 log N)
умножений.

Порядок отсчетов двумерного спектра X[n1, n2] определяется его периодично-
стью по каждому аргументу:

X[N1 − n1, n2] = X[−n1, n2],

X[n1, N2 − n2] = X[n1,−n2]

и может быть проиллюстрирован рисунком 44. Легко заметить, что описанный
порядок отсчетов получается путем независимого применения к строкам и столб-
цам матрицы правила переупорядочивания отсчетов одномерного спектра. Учи-
тывать правило переупорядочивания отсчетов двумерного спектра на практике
оказывается обременительно, поэтому в двумерных спектральных алгоритмах ча-
ще всего применяют метод сдвига нуля. Если изображение x[k1, k2] имеет спектр
X[n1, n2], то изображению

x′[k1, k2] = (−1)k1+k2x[k1, k2]

соответствует спектр

X ′[n1, n2] = X[n1 −N1/2, n2 −N2/2].

В матрице X ′[n1, n2] нулевой частоте соответствует отсчет X ′[N1/2, N2/2], частоте
Найквиста — отсчет X ′[0, 0] и спектральные отсчеты расположены в естественном
порядке.

16.3 Идеология двумерных спектральных методов

В двумерном случае важно естественным образом ввести понятие, эквива-
лентное частоте одномерной гармоники. Рассмотрим вектор t = (t1, t2)

T ∈ R2,
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Рис. 45: Двумерная гармоника

вектор с целочисленными координатами n = (n1, n2)
T ∈ Z2 и вектор fn =

(n1f
0
1 , n2f

0
2 )T ∈ R2. В новых обозначениях спектральное разложение двумерной

функции принимает вид:

x(t) =
∑

n∈Z2

Cn exp(i2πfT
n t),

где

Cn =
1

T1T2

∫

V

x(t) exp(−i2πfT
n t)dt,

где V = [0, T1] × [0, T2]. Вектор fn = (n1f
0
1 , n2f

0
2 )T ∈ R2 называется волновым

вектором или вектором пространственных частот двумерной гармоники

gn(t) = exp(i2πfT
n t).

Рассмотрим координатный вектор t(s) ∈ R2, зависящий от параметра s ∈ R по
закону t(s) = st0, где t0 ∈ R2 и |t0| = 1. Скалярное произведение fT

n t может быть
записано в виде γ ·|fn|·|t|, где γ — косинус угла между векторами t и fn. В случае
описанной выше зависимости вектора t(s) от параметра s величина γ остается
постоянной при изменении s, а |t(s)| изменяется по закону |t(s)| = |t0| · |s| = |s|.
Тогда fT

n t = γ · |fn| · |t(s)| = γ · |fn| · |s|
gn(t(s)) = exp(i2πγ|fn| · |s|).

Таким образом, одномерное сечение двумерной гармоники представляет собой
гармонику с частотой γ|fn|. Частота полученной гармоники зависит от выбран-
ного направления, вдоль которого производится сечение и величины модуля вол-
нового вектора fn. Модуль волнового вектора fn гармоники gn(t) = exp(i2πfT

n t)
называется ее волновым числом.

Гармоника gn(t) = exp(i2πfT
n t) может быть представлена в виде произведения

гармоник exp(i2πn1f
0
1 t1) и exp(i2πn2f

0
2 t2) и является T1-периодической функцией

координаты t1 (при T1 = 1/f 0
1 ) и T2-периодической функцией координаты t2 (при

T2 = 1/f 0
2 ). Прямоугольник [0, T1] × [0, T2] называется волновой ячейкой. Струк-

тура двумерной гармоники на волновой ячейке вполне выясняется рисунком 45,
на котором показан знак вещественной части гармоники в квадрантах волновой
ячейки. Спектральное разложение двумерной функции есть представление ее в
виде линейной комбинации двумерных гармоник со всевозможными волновыми
векторами. При таком представлении информация о двумерной структуре функ-
ции оказывается упакованной в базис, а коэффициенты разложения уже лишены
двумерной корреляционной структуры.
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16.4 Двумерные фильтры

Пусть двумерная дискретная функция x[k1, k2] (изображение) представлена
своим двумерным дискретным спектром X[n1, n2]. Отсчет X[n1, n2] спектра соот-
ветствует гармонике с волновым вектором fn = (n1f

0
1 , n2f

0
2 )T , где n = (n1, n2)

T ,
f 0

1 = 1/N1 и f 0
2 = 1/N2. По заданной функции H(f) = H(f1, f2), где f ∈ R2

образуем дискретную функцию

H[n1, n2] = H(n1f
0
1 , n2f

0
2 ) = H(fn).

Дискретный спектр Y [n1, n2] образуем по правилу

Y [n1, n2] = H(fn)X[n1, n2] = H[n1, n2]X[n1, n2].

Спектру Y [n1, n2] соответствует функция y[k1, k2], которая получается из него
применением обратного двумерного ДПФ. В этом случае будем говорить о дву-
мерной фильтрации функции (изображения) x[k1, k2] фильтром с частотной ха-
рактеристикой H(f).

В двумерном случае уже задание частотной характеристики составляет опре-
деленную трудность, поскольку у человека отсутствует физическая интуиция,
связанная с понятием волнового вектора. Обычно используют осесимметричные
частотные характеристики вида

H(f) = H(|f |),

придавая волновому числу |f | смысл средней скорости изменения яркости изоб-
ражения при изменения координат. В двумерном случае большое значение при-
обретает простое описание визуального эффекта, к которому приводит обработка
изображения фильтром. В случае фильтров низкой частоты обычно говорят о
сглаживании изображения и устранении мелких деталей, а в случае фильтров
высокой частоты — о выявлении контуров и увеличении контрастности.

Двумерных фильтры обычно реализуют в спектральной области с помощью
процедуры сдвига нуля. Пусть

x′[k1, k2] = (−1)k1+k2x[k1, k2]

и
X ′[n1, n2] = X[n1 −N1/2, n2 −N2/2].

Тогда

Y ′[n1, n2] = Y [n1 −N1/2, n2 −N2/2] =

= H[n1 −N1/2, n2 −N2/2]X[n1 −N1/2, n2 −N2/2] =

= H[n1 −N1/2, n2 −N2/2]X ′[n1, n2].

Таким образом, полагая

Ĥ[n1, n2] = H[n1 −N1/2, n2 −N2/2],
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имеем
Y ′[n1, n2] = Ĥ[n1, n2]X

′[n1, n2]

и
y[k1, k2] = (−1)k1+k2y′[k1, k2].

Как и в случае одномерного сигнала, для преобразования, осуществляемо-
го двумерным фильтром может быть записана формула, действующая непосред-
ственно на функцию x[k1, k2] во временно́й области,

y[k1, k2] =
∑
j1

∑
j2

h[j1, j2]x[k1 − j1, k2 − j2],

где матрица h[j1, j2] называется двумерной импульсной характеристикой. Им-
пульсную характеристику двумерного фильтра называют также функцией рассе-
яния точки, поскольку для входного изображения, состоящего из одной светлой
точки на темном фоне результат фильтрации окажется пропорционален импульс-
ной характеристике.

Формально подставив вместо x[k1, k2] функцию exp[i2π(f1k1 +f2k2)], получим:

y[k1, k2] = exp[i2π(f1k1 + f2k2)]
∑
j1

∑
j2

h[j1, j2] exp[−i2π(f1j1 + f2j2)].

Функция
H(f1, f2) =

∑
j1

∑
j2

h[j1, j2] exp[−i2π(f1j1 + f2j2)]

представляет собой частотную характеристику фильтра.
Синтез нетривиальных двумерных фильтров является сложной задачей, по-

этому обычно во временной области работают только с простыми фильтрами
малого порядка. Чаще всего используют симметричный сглаживающий фильтр с
импульсной характеристикой вида




1 1 1
1 2 1
1 1 1


 .

Легко убедиться, что такой сглаживающий фильтр относится к классу фильтров
низких частот.

16.5 Покоординатные фильтры

Рассмотрим два одномерных фильтра с импульсными характеристиками hk и
gk и частотными характеристиками H(f) и G(f) соответственно. Преобразуем
изображение x[k1, k2], обработав фильтром hk строки матрицы x[k1, k2], и затем
обработав фильтром gk столбцы полученной матрицы. В результате мы получим
изображение y[k1, k2]:

y[k1, k2] =
∑
j1

gj1

∑
j2

hj2x[k1 − j1, k2 − j2] =
∑
j1

∑
j2

gj1hj2x[k1 − j1, k2 − j2].
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Результирующий двумерный фильтр имеет импульсную характеристику

h[j1, j2] = gj1hj2 .

Легко получить выражение для частотной характеристики полученного двумер-
ного фильтра:

H(f1, f2) =
∑
j1

∑
j2

gj1hj2 exp[−i2π(f1j1 + f2j2)] =

=
∑
j1

gj1 exp(−i2πf1j1)
∑
j2

hj2 exp(−i2πf2j2) = G(f1)H(f2).

Таким образом, для рассмотренной схемы покоординатной фильтрации имеет ме-
сто факторизация частотной характеристики — частотная характеристика
оказывается представленной в виде произведения частотных характеристик од-
номерных фильтров.

Схема покоординатной фильтрации позволяет строить двумерные фильтры с
помощью методов, разработанных для одномерных фильтров. Например, двумер-
ный ФНЧ можно реализовать посредством покоординатной обработки изображе-
ния одномерным ФНЧ. В то же время, формула для частотной характеристики
покоординатного фильтра показывает, что двумерный фильтр может работать как
фильтр низких частот по одной координате и фильтр высоких частот по другой
координате. К сожалению, отсутствуют простые способы описания визуальных
эффектов, к которым приводит обработка изображения таким фильтром.

16.6 Корреляционное совмещение

Пусть задано изображение x[k1, k2], а изображения y1[k1, k2] и y2[k1, k2] полу-
чены из него следующим образом:

y1[k1, k2] = x[k1 + a1
1, k2 + a1

2], (76)

y2[k1, k2] = x[k1 + a2
1, k2 + a2

2] (77)

при 0 6 k1 < N1 и 0 6 k2 < N2. Будем считать, что сдвиги (a1
1, a

1
2) и (a2

1, a
2
2)

неизвестны, но пересечение областей, вырезаемых из изображения x заведомо
непусто. Пусть среднее значение яркости каждого из изображений y1 и y2 равно
нулю. Определим кросскорреляционную матрицу k12[k1, k2] изображений y1 и y2

равенством

k12[k1, k2] =
1

N1N2

∑
j1,j2

y1[k1, k2]y
2[k1 + j1, k2 + j2].

В этом случае максимум кросскорреляционной матрицы k12[k1, k2] дает нам зна-
чение относительного сдвига (a1

1 − a2
1, a

1
2 − a2

2):

max
k1,k2

k12[k1, k2] = k12[a
1
1 − a2

1, a
1
2 − a2

2].
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Пусть Y 1[n1, n2] и Y 2[n1, n2] — дискретные преобразования Фурье изображе-
ний y1 и y2 соответственно и K12[n1, n2] — дискретное преобразование Фурье
кросскорреляционной функции. Легко видеть, что

K12[n1, n2] = Y 1[n1, n2]
∗Y 2[n1, n2].

Таким образом, можно эффективно вычислять кросскорреляционную матрицу
k12[k1, k2] как обратное дискретное преобразование Фурье матрицы K12[n1, n2].
При N1 = N2 = N вычисление кросскорреляционной матрицы по такой схеме
требует выполнения O(N2 log N) умножений.

При практической реализации алгоритма корреляционного совмещения необ-
ходимо помнить, что при вычислении кросскорреляционной функции в спек-
тральной области фактически вычисляется кросскорреляционная функция пе-
риодического продолжения исходных изображений. Поэтому для получения ис-
тинной кросскорреляционной функции приходится доопределять исходные изоб-
ражения нулями на вдвое бо́льшую область по обеим координатам:

ŷ1[k1, k2] =

{
y1[k1, k2] 0 6 k1 < N1, 0 6 k2 < N2

0 else
,

ŷ2[k1, k2] =

{
y2[k1, k2] 0 6 k1 < N1, 0 6 k2 < N2

0 else
.

Кроме этого, в результате вычисления кросскорреляционной функции в спек-
тральной области мы плучаем периодическое продолжение истинной кросскор-
реляционной функции на область 0 6 k1 < N1, 0 6 k2 < N2. Для получения
кросскорреляционной функции с естественным порядком отсчетов перед выпол-
нение обратного преобразования Фурье следует произвести смещение нуля:

K̂12[n1, n2] = (−1)n1+n2Ŷ 1[n1, n2]
∗Ŷ 2[n1, n2].

В полученной кросскорреляционной функции нулевому сдвигу соответствует от-
счет (0, 0), так что если

max
k1,k2

k̂12[k1, k2] = k̂12[b1, b2],

то истинный сдвиг вычисляется по следующим формулам:

a1
1 − a2

1 = b1 −N1/2,

a1
2 − a2

2 = b2 −N2/2.

16.7 Передискретизация изображений

В разделе 15.3 мы уже рассматривали задачу передискретизации одномерно-
го сигнала. Напомним, что передискретизацией называется процедура измене-
ния интервала дискретизации. В случае изображений передискретизация, приво-
дящая к уменьшению интервала дискретизации означает повышение простран-
ственного разрешения103. Интуитивно ясно, что увеличение разрешения связано

103resolution
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со значительным увеличением количества информации, содержащейся в изобра-
жении — при этом на нем появляются новые более мелкие детали, а для крупных
деталей улучшается проработка. На первый взгляд кажется, что принципиально
невозможно увеличить разрешение изображения, не имея дополнительной ин-
формации. Спектральная передискретизация исходит из предположения о том,
что воображаемое идеальное изображение с бо́льшим разрешением, не содержит
спектральных составляющих в правой (высокочастотной) части спектра по каж-
дой координате. Таким образом, при увеличении разрешения с помощью спек-
тральной передискретизации на изображении не могут появиться новые более
мелкие детали, но проработка присутствующих на изображении деталей суще-
ственно улучшается.

Рассмотрим задачу увеличения разрешения изображения. Пусть исходное
изображение x[k1, k2] размером N1 × N2 имеет дискретный спектр X[n1, n2], а
изображению x′[k1, k2] размером N ′

1×N ′
2, полученному после передискретизации,

соответствует спектр X ′[n1, n2]. Будем считать, что N ′
1 = M1N1 и N ′

2 = M2N2.
Спектр X ′[n1, n2] получается из спектра X[n1, n2] путем дополнения его нулями.
Если N1 = 2r1 и N2 = 2r2, то для вычисления спектра X[n1, n2] может быть ис-
пользована процедура БПФ. Если также M1 = 2p1 и M2 = 2p2, то БПФ можно
использовать и для восстановления изображения x′[k1, k2].

При спектральной передискретизации изображений удобно использовать про-
цедуру сдвига нуля. После выполнения процедуры сдвига нуля нулевой частоте
соответствует отсчет (N1/2, N2/2) спектра X̂[n1, n2]. Дополнение нулями следу-
ет выполнять таким образом, чтобы отсчет, соответствующий нулевой частоте
оказался в спектре X̂ ′[n1, n2] в позиции (N ′

1/2, N
′
2/2):

X̂ ′[d1 + n1, d2 + n2] = X̂[n1, n2],

где 1 6 n1 6 N1 − 1, 1 6 n2 6 N2 − 1 и

d1 = (N ′
1 −N1)/2,

d2 = (N ′
2 −N2)/2.

Следует также помнить о том, что непарные отсчеты спектра при n1 = 0 и n2 = 0,
перестают быть непарными в спектре X̂ ′[n1, n2]. Мощность этих спектральных
составляющих должна быть распределена между соответствующими отсчетами
спектра X̂ ′[n1, n2]:

X̂ ′[d1, d2 + n2] = X̂ ′[d1 + N1, d2 + n2] = X̂[0, n2]/2,

X̂ ′[d1 + n1, d2] = X̂ ′[d1 + n1, d2 + N2] = X̂[n1, 0]/2,

где 1 6 n1 6 N1 − 1 и 1 6 n2 6 N2 − 1. Мощность отсчета X̂[0, 0] распределяется
между четырьмя отсчетами спектра X̂ ′[n1, n2]:

X̂ ′[d1, d2] = X̂ ′[d1, d2 + N2] = X̂ ′[d1 + N1, d2] = X̂ ′[d1 + N1, d2 + N2] = X̂[0, 0]/4.

Описанную процедуру можно использовать и для изображений, размеры ко-
торых N1 и N2 не являются целой степенью двойки. В этом случае перед выпол-
нением БПФ проводят дополнение изображения нулями справа и снизу. После
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восстановления изображение x′[k1, k2] усекают его до размеров N ′
1 × N ′

2. Как
обычно, предварительное исключение постоянной составляющей желательно, а
при использовании дополнения нулями — необходимо.

16.8 Схема JPEG сжатия изображений

Сжатие информации основано на выявлении в ней и утилизации избыточ-
ности, которая обычно проявляется как внутренняя корреляционная структура
— отдельные элементы представления информации оказываются зависимыми. В
случае изображений очевидная избыточность связана с тем, что соседние точ-
ки изображения имеют обычно близкую яркость. Основная трудность задачи
сжатия изображений связана с тем, что для изображений характерна двумер-
ная корреляционная структура, которую сложно утилизировать традиционными
алгоритмами сжатия. Использование спектральной предобработки позволяет раз-
решить эту проблему — двумерная корреляционная структура вся оказывается
сосредоточенной в выбранном базисе, а коэффициенты разложения уже лишены
такой структуры. Поразительная эффективность спектральных методов сжатия
изображений в сравнении с полной беспомощностью традиционных методов де-
монстрирует адекватность описанного подхода.

Наиболее известный спектральный метод сжатия изображений разработан в
конце 80-х годов 20-го века группой JPEG (Joint Photographic Experts Group).
Стандарт JPEG предусматривает различные методы сжатия и множество техни-
ческих деталей их реализации. В стандарт входят как методы сжатия без потерь,
когда сжатое изображение точно соответствует исходному, так и методы сжатия
с потерями, когда при сжатии в исходное изображение вносятся искажения. Ис-
пользование методов сжатия с потерями позволяет достичь существенно лучших
коэффициентов сжатия при относительно невысоком уровне вносимых искаже-
ний. Здесь мы рассмотрим только базовый вариант сжатия с потерями, причем
для простоты мы опускаем большинство технических подробностей. Кроме того,
описывается схема сжатия изображения в градациях серого104. Сжатие полно-
цветного изображения происходит аналогичным образом в каждой из цветовых
плоскостей, но предварительно производится переход от цветового пространства
RGB к цветовому пространству YCrCb (яркость-красное-синее), используемому
в телевидении. Цветовые компоненты Cr и Cb можно сжимать с бо́льшими по-
терями, поскольку глаз более чувствителен к яркости, чем к цвету.

Дискретное косинусное преобразование

Если временной ряд xj при j = 0, . . . , N доопределить по четности на интервал
−(N−1) 6 j 6 N длиной 2N , то дискретное преобразование Фурье превращается

104Отметим, что яркость точки, цвет которой задан цветовыми компонентами RGB вычисляется
по формуле Y = 0.299R + 0.587G + 0.114B. Приведенные коэффициенты представляют собой
экспериментально определенные чувствительности глаза к соответствующим цветам.
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в разложение сигнала по косинусам:

Xn =
1

2N

N∑

j=−(N−1)

xj exp

(
−i

2π

2N
jn

)
=

=
1

2N

[
x0 + 2

N−1∑
j=1

xj cos
( π

N
jn

)
+ (−1)nxN

]
=

1

2N

N∑
j=0

C(j)xj cos
( π

N
jn

)
,

где

C(j) =





1 j = 0

2 1 6 j 6 N − 1

1 j = N

.

Спектр Xn также определен при n = 0, . . . , N и симметричен (X−n = Xn), поэтому
формулу обратного ДПФ удается преобразовать аналогичным образом:

xj =
N∑

n=−(N−1)

Xn exp

(
−i

2π

2N
jn

)
=

= X0 + 2
N−1∑
n=1

Xn cos
( π

N
jn

)
+ (−1)jXN =

N∑
n=0

C(n)Xn cos
( π

N
jn

)
.

Очевидная симметрия полученных выражений позволяет объединить их в
одну формулу. Определим оператор DCTn[xj], преобразующий временной ряд
xj в соответствии с формулой:

DCTn[xj] =
1√
2N

N∑
j=0

C(j)xj cos
( π

N
jn

)
.

Тогда Xn = DCTn[xj]/
√

2N и xj =
√

2N DCTj[Xn] и ясно, что xj =
DCTj[DCTn[xj]]. Таким образом, введенное нами преобразование оказывается
взаимно обратным самому себе. Преобразование, осуществляемое оператором
DCT называется дискретным косинусным преобразованием (ДКП).

Двумерное дискретное косинусное преобразование задается формулой:

DCTnm[xjk] =
1

2
√

NM

N∑
j=0

M∑

k=0

C(j)C(k)xjk cos
( π

N
jn

)
cos

( π

M
km

)
.

В [Numerical Recipes, 1997] описана схема и приведена реализация алгоритма
быстрого одномерного и двумерного ДКП. В идейном плане алгоритм быстрого
ДКП аналогичен алгоритму БПФ.

При сжатии алгоритмом JPEG изображения в градациях серого на первом
этапе происходит сегментация изображения на неперекрывающиеся квадратные
блоки одинакового размера. Обычно используются блоки размером 8×8 пикселов.
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Для каждого блока вычисляется матрица ДКП, в результате чего происходит
переход от пространственного представления изображения к его спектрально-
му представлению. Базовая идея алгоритма состоит в том, что для визуального
восприятия изображения человеком наиболее важными являются низкочастотые
компоненты спектрального представления, соответствующие плавному измене-
нию яркости. Отбрасывая наименее значимые спектральные составляющие, мож-
но выбирать между качеством изображения и степенью сжатия.

Квантование коэффициентов

В матрице ДКП элементы, стоящие в левом верхнем углу соответствуют спек-
тральным компонентам с низкой пространственной частотой и наиболее важны
для качественного воспроизведения изображения. Элементы, стоящие в правом
нижнем углу, напротив, соответствуют высоким пространственным частотам и
несут меньшую визуальную информацию. Компоненты спектрального представ-
ления, соответствующие высоким частотам могут кодироваться с бо́льшими по-
терями без существенного искажения изображения. Описанный ниже процесс
округления элементов матрицы ДКП реализует идею о различной важности про-
странственных частот для визуального восприятия изображения.

Округление приводит к сокращению числа битов, необходимых для хранения
высокочастотных элементов матрицы ДКП за счет потери точности. Округле-
ние матрицы ДКП производится посредством матрицы округления Rnm Процесс
округления коэфиициентов ДКП заключается в поэлементном делении матри-
цы ДКП на матрицу округления R с последующим округлением результата до
ближайшего целого числа. Чем больше элемент матрицы округления, тем боль-
ше теряется информации о значении соответствующего коэффициента. Значения
элементов матрицы округления растут по направлению слева направо и сверху
вниз. От выбора матрицы округления зависит баланс между качеством изобра-
жения и степенью сжатия. Стандарт JPEG рекомендует использовать матрицу
округления следующего вида:

Rnm = 1 + Q(1 + n + m),

где Q — показатель качества. Показатель качества определяет скорость роста
элементов матрицы округления. При больших значениях параметра Q происхо-
дит бо́льшая потеря качества изображения при соответственно бо́льших коэффи-
циентах сжатия. Приведем вид матрицы округления для характерного значения
Q = 2:

R =




3 5 7 9 11 13 15 17
5 7 9 11 13 15 17 19
7 9 11 13 15 17 19 21
9 11 13 15 17 19 21 23
11 13 15 17 19 21 23 25
13 15 17 19 21 23 25 27
15 17 19 21 23 25 27 29
17 19 21 23 25 27 29 31
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Кодирование спектральной информации

Полученная после ДКП и квантования совокупность матриц кодируется на
следующем шаге с целью сокращения избыточности.

Коэффициент с индексами (0, 0) в матрице ДКП представляет среднюю яр-
кость точек блока. Ясно, что средняя яркость меняется от блока к блоку относи-
тельно медленно. Поэтому значение коэффициента (0, 0) заменяется на разность
между его значением и значением соответствующего коэффициента в предыду-
щей матрице (блоки обходятся в порядке сверху вниз и слева направо), что дает
меньшие значения этого коэффициента и, соответственно, большее число нулей
в его двоичной записи.

На следующем шаге производится развертка каждой матрицы ДКП в линей-
ный вектор коэффициентов. Для этого матрица ДКП обходится зигзагообразно
в порядке, показанном ниже:

0 1 5 6 14 15 27 28
2 4 7 13 16 26 29 42
3 8 12 17 25 30 41 43
9 11 18 24 31 40 44 53
10 19 23 32 39 45 52 54
20 22 33 38 46 51 55 60
21 34 37 47 50 56 59 61
35 36 48 49 57 58 62 63

.

Здесь число стоящее на месте элемента матрицы ДКП — это индекс в линейном
векторе, приписываемый соответствующему коэффициенту ДКП при развертке.

На последнем этапе к каждому вектору применяются последовательно алго-
ритм кодирования серий (RLE) и алгоритм кодирования энтропии (кодирование
Хаффмана или арифметическое кодирование). Эти алгоритмы общеизвестны и
их описание не входит в наши задачи.
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