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Р Е К О М Е Н Д А Ц И И ПО Р Е Ш Е Н И Ю ЗАДАЧ 

Р А С Ч Е Т Н О - К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Х ЗАДАНИЙ 

Для успешного решения задач необходимо: 

1) тщательно проработать конспект лекций и учебник соответствующего раздела 

курса физики, а также раздел Основные теоретические сведения данной 

работы; 

2) внимательно прочитать и уяснить условие и произвести краткую запись 

исходных данных задачи в одной и той же системе единиц; 

3) выполнить рисунок, поясняющий решение, с указанием направлений 

скоростей, ускорений материальной точки или тела и действующих на них сил 

и моментов сил; 

4) математически (с помощью системы уравнений) описать происходящий с 

телом или материальной точкой процесс; 

5) выбрать систему координат и в скалярной форме записать векторные 

уравнения, описывающие движение, решение которых с использованием 

начальных условий и будет являться решением задачи в общем виде; 

6) проверить размерность (помните, что неверная размерность величины, 

определяемой расчетной формулой, указывает на ошибочность решения 

задачи); 

7) произвести числовой расчет искомой величены, используя правила действий с 

приближенными числами; 

8) критически оценить полученный результат (это поможет обнаружить 

возможную ошибку). 

О С Н О В Н Ы Е ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ С В Е Д Е Н И Я 

Механика изучает механическое движение, состоящее в изменении 

положения тел или их частей в пространстве с течением времени. 

Рассматриваемая здесь классическая механика изучает движение любых 

материальных тел (кроме элементарных частиц), совершаемое со скоростями, 

малыми по сравнению со скоростью света. Именно с такими движениями 

приходится наиболее часто встречаться в инженерной практике. 



Относительность движения. Система отсчета. 

Всякое движение является относительным, т.е. происходит относительно 

других тел или их частей. 

Тело, относительно которого рассматривается движение, называется телом 

отсчета. 

Для определения положения тела в пространстве вводится система отсчета, 

включающая систему координат (обычно декартову), жестко связанную с телом 

отсчета, и систему измерения времени. 

Положение любой точки тела 

(например, точки М, рис. 1) 

задается ее радиус-вектором г, 

проведенном из начала координат 

в эту точку. 

х 

Рис. 1 

В д е к а р т о в о й с и с т е м е к о о р д и н а т т а к о й р а д и у с - в е к т о р г м о ж е т 
б ы т ь п р е д с т а в л е н с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

г = / х + у у + kz 

где х, у, z - проекции вектора г на оси координат х, у, z, а, /', у , к -

единичные векторы (орты координат), совпадающие по направлению с 

положительными направлениями осей координат. Модуль любого из этих 

векторов равен единице. 

Отметим, что в общем случае вектор г и его проекции на 

соответствующие оси координат являются функциями времени t. 
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Кинематика материальной точки 

Кинематика изучает механическое движение тел без рассмотрения 

причин, его вызывающих. 

Простейшим объектом кинематики является материальная точка, т.е. тело 

или частица материи, размерами которых можно пренебречь при описании их 

движения. 

Представление о теле как о материальной точке справедливо, если 

характерный размер тела гораздо меньше характерного размера системы, в 

которой рассматривается движение. Например, Земля при орбитальном 

движении вокруг Солнца с хорошим приближением может рассматриваться как 

материальная точка, т.к. радиус Земли в 105 раз меньше радиуса земной орбиты. 

Линия, которую описывает в процессе движения конец радиуса-вектора г 

материальной точки, называется траекторией ( линия L на рис. 2). 

Расстояние S, пройденное 

материальной точкой вдоль 

траектории, называется 

пройденным путем (на рис. 2 

пройденный путь равен длине 

дуги АВ). 

Вектор, соединяющий 

начальное и конечное положение 

материальной точки на р и с 2 

траектории (вектор А г на рис. 

О 

Перемещение Л г равно приращению радиуса-вектора материальной точки 

Д r = t% -t\ , 

где радиусы-векторы rt и г, отвечают начальному и конечному положению 

материальной точки (рис.2). 

Быстрота изменения положения материальной точки в пространстве 

характеризуется средней и мгновенной скоростью. 
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Под средней скоростью < и > понимается векторная величина, 

определяемая отношением перемещения материальной точки к промежутку 

времени, за который это перемещение произошло: 

Аг 
< о > = — 

At 

Направление вектора средней скорости определяется направлением вектора 

перемещения Аг. 

Под мгновенной скоростью и (или просто скоростью) материальной точки 

понимается первая производная ее радиуса-вектора г по времени t: 

dr 
и = — 

dt 

В декартовой системе координат вектор с м о ж е т быть представлен 

следующим образом: 

где vx, uv, v. - проекции вектора скорости на оси координат X , Y , Z , а / , / , к -

единичные орты координат. 

Вектор мгновенной скорости направлен по касательной в соответствующей 

точке траектории по направлению движения. 

В СИ единица измерения скорости - метр в секунду (м/с). 

Модуль мгновенной скорости находится как первая производная пути S по 

времени t: 

dS 
и - — 

dt 

Модуль мгновенной скорости можно также рассчитать, зная проекции 

вектора скорости их,uv, и: на оси декартовых координат х, у, z : 

v = *Jvl +u2

v +о: 

Пройденный путь S за промежуток времени от ti до 12 определяется как 

интеграл от модуля скорости о по времени t: 

S = \vdt 
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Зная пройденный путь S за промежуток времени 

At = t 2 - t i , 

можно найти среднюю путевую скорость: 
h 
itxit 

г, J 
w At t2-tt 

Быстрота изменения скорости характеризуется ускорением. 

Различают среднее < а > и мгновенное а ускорение. 

Среднее ускорение определяется как отношение изменения скорости Ао 

к промежутку времени At, за который это изменение произошло: 

Д^ 
< а> = — 

At 

Мгновенное ускорение (или просто ускорение) - это первая производная 

скорости и по времени t: 

do 
а = — 

dt 
В СИ единица измерения ускорения - метр на секунду в квадрате (м/с ). 

При ускоренном прямолинейном движении вектор ускорения а совпадает 

по направлению с вектором скорости и и направлен в противоположную 

сторону - при замедленном движении. 

Модуль скорости при равноускоренном движении рассчитывается по 

формуле: 

u = ut,+at, 

где и(, - начальная скорость материальной точки, 

а пройденный путь 

S=uj + — 

Материальная точка может совершать плоское криволинейное движение, 

при котором все точки ее траектории находятся в одной плоскости. В этом 

случае направление вектора полного ускорения а определяется направлением 

его составляющих: нормального а „ и тангенциального а х: 
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а = а п + а г 

Вектор а п характеризует 

изменение скорости и по 

направлению. Он направлен по 

радиусу кривизны траектории R 

к центру кривизны (рис. 3), а его 

величина рассчитывается по 

формуле: 

и2 

а = — 
" R 

Рис. 3 

Вектор ат характеризует изменение скорости и по величине. Он 

направлен перпендикулярно вектору ап и совпадает с направлением вектора 

скорости и при ускоренном движении, либо в противоположном направлении -

при замедленном движении. 

Модуль тангенциального ускорения определяется по формуле: 

do 
а = — 

1 dt 

Модуль полного ускорения: 

Движение материальной точки по криволинейной плоской траектории, 

например, по окружности, характеризуется угловой скоростью со и угловым 

ускорением е . Угловая скорость определяет быстроту изменения угла поворота 

(р радиуса- вектора г материальной точки от времени t, т.е. угловая скорость 

является первой производной утла поворота (р радиус-вектора г материальной 

точки по времени t: 

da> 
Oi = — 

dt 
В СИ единица измерения угловой скорости - радиан в секунду (рад/с). 
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Вектор со направлен Z 

вдоль оси вращения таким 

образом, чтобы глядя из его 

А € 

радиус-вектора г 

материальной точки, мы 

видели бы этот поворот 

осуществляется 

конца на плоскость, в которой 

поворот 

Рис.4 
происходящим против 

Угловое ускорение £ характеризует быстроту изменения угловой скорости, 

т.е. угловое ускорение £ определяется как первая производная угловой скорости 

со по времени t: 

В СИ единица измерения углового ускорения - радиан на секунду в квадрате 

Направление вектора е совпадает с направлением вектора со при 

ускоренном вращении, либо противоположно по направлению - при 

замедленном вращении. 

При постоянном угловом ускорении угловая скорость 

to = too + £t , 

где too - угловая скорость в начальный момент времени. 

Угол поворота 

dco 
£ = 

(рад/с 2 ). 

ф = o)0t + — 

Модули линейной и и угловой со скорости связаны соотношением 

v = toR, 

где R - радиус кривизны траектории. 
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Модуль тангенциального ускорения ат связан с угловым ускорением е 

соотношением вида ат = eR 

Модуль нормального ускорения ап определяется как 

аа = Rco 2 , 

а модуль полного ускорения 

а = R V V +со4 

Динамика поступательного движения 

Динамика изучает движение тел с учетом причин его вызывающих. 

При поступательном движении любая прямая, жестко связанная с телом, 

остается параллельной своему первоначальному направлению в процессе 

движения. В этом случае все точки тела движутся по одинаковым траекториям, 

имея в каждый момент времени одинаковые скорости и ускорения. Поэтому для 

описания такого движения тела достаточно описать движение какой-либо одной 

его точки. 

Первый закон Ньютона. 

Инерциальные системы отсчета. 

Тело (материальная точка) движется равномерно прямолинейно или покоится, если на 
него не действуют другие тела или действия этих тел взаимно уравновешены. 

Системы отсчета, в которых выполняется первый закон Ньютона, 

называются инерциальными. Отметим, что любая система отсчета, движущаяся 

равномерно прямолинейно относительно инерциальной системы отсчета, также 

является инерциальной. 

Второй закон Ньютона. 

Сила. Масса. 

В инерциальной системе отсчета производная импульса Р материальной 

точки по времени t равняется силе F, действующей на эту точку: 

dt 
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Под импульсом Р материальной точки понимается вектор, равный 

произведению массы m материальной точки на ее скорость и: 

/ ' = m v 

Под силой F понимается векторная величина, являющаяся мерой 

воздействия на материальную точку или тело со стороны других тел или полей. 

Под воздействием силы тело может менять свои размеры и форму 

(деформироваться) и изменять состояние движения (например, получать 

ускорение). Сила полностью задана, если указано ее численное значение, 

направление и точка приложения. 

В СИ сила выражается в ньютонах (Н): 

1 Н = 1 кг • 1 м/с 2 

Масса т является мерой инертности тела. Т.е. определяет способность тела 

сохранять свое состояние движения при отсутствии внешнего воздействия либо 

получать конечное по величине ускорение при наличии такого воздействия. 

В классической физике масса обычно является величиной постоянной. 

Поэтому второй закон Ньютона запишется следующим образом: 

F = та 

Здесь мы будем встречаться, преясде всего, с силами гравитационного 

взаимодействия, силой тяжести, силой трения скольжения и силой упругости. 

Силы гравитационного взаимодействия являются силами притяжения и 

подчиняются закону всемирного тяготения: сила, с которой взаимодействуют 

две материальные точки, пропорциональна произведению масс этих точек ntj и 

т2 и обратно пропорциональна квадрату расстояния R между ними. 

Модуль силы гравитационного взаимодействия 

где у - гравитационная постоянная, равная 6,67-10"" Н-м 2 /кг 2 . 

Сила, с которой тело или материальная точка массой m притягивается к 

Земле, называется силой тяжести. 

Модуль силы тяжести 

F = m g , 

где g ускорение свободного падения, обычно принимаемое равным 9,81 м/с . 



Силы трения скольжения возникают при перемещении соприкасающихся 

тел друг относительно друга. Они препятствуют такому перемещению и 

направлены по касательной к поверхности соприкасающихся тел. 

Сила трения скольжения пропорциональна силе нормального давления F д . 

Модуль силы трения скольжения 

F =k F„ , 

где к - коэффициент трения скольжения, который определяется свойствами 

соприкасающихся поверхностей и слабо зависит от относительной скорости 

перемещения этих поверхностей. 

Силы упругости возникают при деформации тел. Силы упругости 

направлены в сторону, противоположную деформации. 

Различают упругие и пластические деформации. При упругих деформациях 

тело восстанавливает свои размеры и форму после прекращения внешнего 

воздействия. Пластические деформации сохраняются в теле после прекращения 

внешнего воздействия. 

Характер деформаций определяется величиной напряжений, возникающих 

в деформируемом теле. 

Под напряжением о понимается сила, приходящаяся на единицу площади 

поверхности деформируемого тела. 

При увеличении напряжений после упругих возникают пластические 

деформации, а затем при напряжении, называемом пределом прочности а„ р 

происходит разрушение тела или образца. 

Здесь и далее мы будем рассматривать только упругие деформации. 

В случае упругой деформации оказывается справедливым закон Гука: 

сила упругости F пропорциональна величине деформации х. 

Модуль силы упругости 

F = кх, 

где к - коэффициент упругости. 

При упругих деформациях сжатия или растяжения однородного стержня 

длиной С., площадью поперечного сечения S. 

где Е - модуль Юнга. 

Модуль Юнга - это такое напряжение <т , при котором возникло бы 

относительное удлинение образца е , равное единице. 
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Относительным удлинением или иначе, относительной деформацией е , 

называется отношение абсолютной деформации х образца к его длине С: 

х 
е = — 

£ 
Закон Гука может быть представлен такясе в следующей форме 

ст = Е £ 

Третий закон Ньютона. 

Силы, с которыми два тела (или материальные точки) взаимодействуют 

друг с другом, равны по величине и противоположны по направлению. Эти силы 

приложены к разным телам. 

Отметим, что законы Ньютона справедливы в инерциальных системах 

отсчета для тел, движущихся со скоростями, малыми по сравнению со 

скоростью света. 

Замкнутые системы. Закон сохранения импульса. 

Система, на которую не действуют внешние силы, называется замкнутой. В 

таких системах выполняется закон сохранения импульса, согласно которому 

векторная сумма импульсов тел замкнутой системы является величиной 

постоянной: 

2] Р, = const 

Для частного случая замкнутой системы, состоящей из двух тел, имеющих 

до взаимодействия импульсы Р\ и Р 2 ,а после взаимодействия импульсы Р i 

и Pi соответственно, закон сохранения импульса запишется в следующем 

виде : 

P i + Р2 = Pi + Рг 



Отметим также, что если система не является замкнутой, т.е. векторная 

сумма внешних сил, действующих на систему, не равна нулю 

но проекция этой суммы сил на некоторое направление, например, на 

произвольную ось х, равна нулю 

то проекция импульса такой системы на это направление является величиной 

постоянной: 

Е р « = с о т 1 

Центр масс. Теорема о движении центра масс. 

Центром масс (или центром инерции) системы называется точка, радиус-

вектор R которой выраясается через радиус-векторы r\ , г г, ... , г„ и массы т ь 

т 2 , ... , т „ материальных точек такой системы по формуле 

у _ т{г\ + т, г: +... + тп г „ 

т 

где m = mi + m 2 + ... + m n - масса этой системы. 

Согласно теореме о движении центра масс, центр масс системы движется 

как материальная точка, масса которой равна суммарной массе m всей системы, 

под действием силы, равной геометрической сумме сил ^ b' , действующих на 

эту систему : 

dt 

где Ос - скорость центра масс. 

Отметим, что центр масс замкнутой системы движется равномерно и 

прямолинейно или покоится. 

Работа и мощность в механике. 
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Работой А силы F на произвольной по форме траектории L (рис. 5) 

называется криволинейный 

интеграл 

A={(F Jr). 
I i А. L 

Подинтегральное выражение 

в последней формуле 

является скалярным 

вектора F на элементарно малое перемещение dr и называется элементарной 

работой: 

8 А=( F dr) = Fdr cos а, 

где а - угол между векторами F и dr. 

Как известно из аналитической геометрии 

(F dr) =F xdx+F ydy+F zdz, 

где F x , F y , F z - проекции силы F, a dx, dy, dz - проекции перемещения dr на оси 

координат х, у, z соответственно. 

Поэтому работу А можно рассчитать следующим образом: 

А = j (Fxcfx + Fvdy + F. dz) 

В СИ работа выражается в джоулях (Дж). 

1 Дж = 1Н • 1 м 

Мощность N характеризует быстроту выполнения работы в течение 

времени t : 

dt dtx 7 

При перемещении материальной точки (или тела) под действием 

постоянной силы F со скоростью v мощность определяется по формуле 

N = (Tu) 
В СИ мощность выражается в ваттах ( В т ) . 

1 Вт = 1 Дж/1с 

Кинетическая энергия материальной точки 
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и механической системы 

Кинетическая энергия Т определяется скоростью материальных точек 

механической системы. 

Материальная точка массой т , движущаяся со скоростью о, обладает 

кинетической энергией 

~ то' 

2 

Кинетическая энергия Т механической системы равна сумме кинетических 

энергий ее материальных точек: 

2 2 " ' 2 71 2 

где m , , т 2 , . . . , т п - массы, at; , , d , , ..., ип - скорости материальных точек 

системы. 

Работа А всех сил, действующих на механическую систему, равна 

приращению кинетической энергии ЛТ этой системы: 

А= ДТ=Т 2 -Т, , 

где Т 2 - кинетическая энергия системы в конечном, а Т| - в начальном состоянии. 

Кинетическая энергия выражается в тех же единицах, что и работа, т.е. в 

джоулях. 

Консервативные и неконсервативные силы. 

Силы, зависящие только от конфигурации (т.е. от расположения) 

материальных точек системы в силовом поле, работа которых при перемещении 

системы из произвольного начального положения в произвольное конечное 

положение не зависит от способа перехода, а определяется только начальной и 

конечной конфигурацией системы в этих состояниях, называются 

консервативными. 

Под силовым полем понимается, область пространства, в каждой точке которой на 
помещенную туда материальную точку или частицу действует сила, зависящая в 
общем случае от координат этой точки и времени. 
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Отметим, что работа консервативных сил на любой замкнутой траектории 

равна нулю. 

К консервативным относятся, как известно, все центральные силы и сила 

тяжести. 

Под центральными понимаются силы, всегда направленные к одной и той 

же точке (или от одной и той же точки), называемой силовым центром, и 

зависящие только от расстояния до этого центра. 

В качестве центральных выступают обычно силы упругости и силы 

гравитационного взаимодействия. 

К неконсервативным относятся диссипативные и гироскопические силы. 

Под диссипативными понимаются силы, зависящие не только от 

конфигурации тел, но и от их скоростей относительно друг друга. 

Работа диссипативных сил на любой траектории всегда отрицательна. 

К диссипативным относятся, например, силы внешнего и внутреннего 

трения. 

Под гироскопическими понимаются силы, определяемые скоростью 

материальной точки и действующие всегда перпендикулярно к этой скорости. 

Работа гироскопических сил равна нулю при любом перемещении 

материальной точки, в том числе, и при ее движении по замкнутой траектории. 

Гироскопические силы отличаются от консервативных тем, что они 

определяются не только положением, но и скоростью материальной точки. 

Примером гироскопических сил является сила Лоренца, действующая на 

заряженную частицу, движущуюся в магнитном поле. 

Потенциальная энергия 

Энергия, зависящая только от конфигурации системы в силовом поле, 

называется потенциальной. 

Потенциальная энергия U системы в данном состоянии численно равна 

работе консервативных сил при переходе системы из этого состояния в 

состояние, условно принимаемое за нулевое. Поэтому говорят, что 

потенциальная энергия определяется не однозначно, а с точностью до энергии в 

нулевом состоянии Uo. Однако это не играет существенной роли, т.к. изменение 

состояний физических систем определяется не абсолютным значением 
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потенциальной энергии, а ее изменением. Поэтому потенциальная энергия в 

нулевом состоянии обычно принимается равной нулю. 

Работа А консервативных сил приводит к убыли потенциальной энергии: 

А = - д и = - ( и 2 - и , ) = и , - и 2 , 

где U 2 , U | - потенциальная энергия системы в конечном и начальном состояниях. 

Потенциальная энергия выражается в тех же единицах, что и работа, т.е. в 

джоулях. 

Потенциальная энергия тела массой т , находящегося на высоте h вблизи 

поверхности Земли, рассчитывается по формуле 

U = mgh 

где под U понимается энергия системы тело-Земля при условии, что нулевой 

уровень потенциальной энергии находится на поверхности Земли. 

При упругой деформации х пружины жесткостью к ее потенциальная 

энергия 

U = -кх2 

2 

в предположении, что нулевой уровень потенциальной энергии соответствует 

не деформированной пружине. 

Потенциальная энергия гравитационного взаимодействия двух 

материальных точек массами mi и т 2 , находящихся на расстоянии R друг от 

друга 

где у - гравитационная постоянная. 

При этом предполагается, что здесь нулевому уровню соответствует 

потенциальная энергия бесконечно удаленных друг от друга материальных 

точек. 

В случае, если в системе действуют только консервативные силы, между 

потенциальной энергией U и силой F оказывается справедливым следующее 

соотношение 

F = -gradU , 

J I T dU: ди- ди7 

где gradU = / H / H к - градиент потенциальной энергии; 
дх ду ' dz 
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/, j , к - единичные орты осей координат х, у, z соответственно. 

grad U - это вектор, направленный 

по нормали п к поверхности уровня 

S потенциальной энергии в сторону 

возрастания потенциальной энергии 

(рис. 6). 

Модуль grad U численно равен 

производной потенциальной энергии 

U по нормали п к поверхности 

уровня S. 

. grad U 

п а 

F 

Рис. 6 

Под поверхностью уровня потенциальной энергии U понимается 

поверхность, на которой потенциальная энергия остается постоянной. 

Если потенциальная энергия изменяется только в одном направлении, 

например, вдоль оси х, то в этом случае 

81! 
= 0. эи = о. 

dU dlJ „ 
а — = , поэтому связь между потенциальной энергией и силой имеет 

дх dx 

следующий вид: 

F = 
dx 

Закон сохранения механической энергии 

Под полной механической энергией Е системы понимается сумма ее 

кинетической Т и потенциальной U энергии : 

E = T + U 

Если в системе действуют только консервативные и гироскопические силы, 

то полная механическая энергия такой системы является величиной постоянной. 

Если в системе действуют диссипативные силы, полная механическая 

энергия не остается постоянной. Изменение ЛЕ полной механической энергии 

ЛЕ=Е 2 -Е 1 =А Д И С , 
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где Е 2 , Е] - полная механическая энергия системы в конечном и начальном 

состояниях; А д и с - работа диссипативных сил. 

Работа диссипативных сил отрицательна. Следовательно, в этом случае 

полная механическая энергия системы убывает. При этом механическая энергия 

переходит в другие формы энергии, например, во внутреннюю энергию. 

Полная энергия (механическая и немеханическая) остается для замкнутой 

системы постоянной, превращаясь из одних видов энергии в другие. 

Динамика вращательного движения твердого meia 

При вращательном движении абсолютно твердого тела с неподвиж­

ной осью (ось z на рис. 7) все 

точки тела описывают 

окружности, центры которых 

лежат на оси вращения, а 

плоскости этих окружностей 

перпендикулярны оси вращения. 

Момент силы и м( 

А 

V А 

Различают момент силы относительно точки (точка О на рис. 8), 

называемой началом или полюсом, и момент силы относительно оси. 

Моментом силы относительно точки называется векторное произведение 

радиус-вектора г, проведенного из этой точки (рис. 8) в точку приложения силы 

F на эту силу: 

М=[ rF] 

Вектор М перпендикулярен плоскости, 

в которой находятся векторы ги F. 

Направление вектора М определяется 

направлением векторного произведения 

векторов г и F . 

Модуль момента силы равен 

произведению модулей векторов г и F 

на синус угла а между ними: 

М = rF sin а Рис. 8 



Модуль вектора М может рассчитываться также как произведение модуля 

силы F на плечо £ (рис. 8): 

М = F £ 

Под плечом силы понимается кратчайшее расстояние / между полюсом и 

линией действия этой силы. 

/; = г sin а 

Моментом силы относительно произвольной оси называется проекция 

момента силы относительно точки, находящейся на оси, на эту ось. 

Моментом импульса материальной точки относительно неподвижного 

начала называется векторное произведение радиус-вектора г, соединяющего 

неподвижное начало и движущуюся материальную точку, на импульс этой 

точки: 

7 = [ ~г Р ] 

Вектор L перпендикулярен плоскости, в которой находятся векторы г и 

Р. Направление вектора L определяется направлением векторного 

произведения векторов г и Р. 

Модуль вектора момента импульса равен произведению модулей векторов 

г и Р на синус угла между ними: 

L = rPsin а 

Моментом импульса относительно произвольной оси называется проекция 

момента импульса относительно точки, находящейся на оси, на эту ось. 

Производная по времени г. момента импульса L материальной точки равна 

моменту сил М , действующих на такую точку 

— = М 
dl 

Аналогичное утверждение справедливо и для системы тел или 

материальных точек, однако здесь под L понимается момент импульса системы 

7- = 1 Х . 
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а под М - момент внешних сил 

действующих на такую систему: 

Закон сохранения момента импульса 

Если момент внешних сил f, действующих на систему, равен нулю, то в такой 
системе момент импульса является величиной постоянной: 

Е L: = const 

Для частного случая системы, состоящей из двух тел, имеющих до 

взаимодействия моменты импульсов L\ и Li, а после взаимодействия -

моменты Е и Li , соответственно, закон сохранения момента импульса 

записывается следующим образом: 

Zi +Z2 = Zi +Z: 

Отметим также, что если момент внешних сил, действующих на систему, не 

равен нулю, но проекция этого момента на некоторое направление, например, на 

произвольную ось z равна нулю, то проекция момента импульса такой системы 

на это направление является величиной постоянной: 

Е Lh = const 

Момент инерции. Теорема Штейнера. 

Во вращательном движении мерой инертности является физическая 

величина, называемая моментом инерции. 

Различают моменты инерции материальной точки и тела. 

Под моментом инерции материальной точки относительно произвольной 

оси z понимается произведение массы этой точки nij на квадрат ее расстояния г; 

до оси вращения: 
Tzi = m,r , 2 , 

а под моментом инерции тела относительно оси z - сумма моментов инерции 

материальных точек или частей, составляющих это тело: 
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В случае непрерывного распределения масс в теле эта сумма сводится к 

интегралу 

J z = jr'dm , 

где г - расстояние элементарной массы dm от оси вращения z. 

Интегрирование здесь производится по всей массе тела. 

Для расчета моментов инерции может использоваться теорема Штейнера: 

момент инерции тела относительно 

произвольной оси z, не проходящей 

через центр масс тела, равен 

моменту инерции J / 0 этого тела 

относительно оси z 0 , параллельной 

данной оси и проходящей через 

центр масс тела (рис 9), плюс 

произведение массы m этого тела на 

квадрат расстояния d меясду осями: 

J z = J z 0 + md 2 

zo 1 1 z 1 

d 
4 > 

1 1 

U.w. о 

Момент инерции некоторых однородных 

симметричных тел 

Моменты инерции относительно оси Zo, проходящей через центр масс 
перпендикулярно плоскости основания сплошного цилиндра (диска) радиусом R и 
массой т 

1 2 
J z 0 = - mR ; 

2 
полого цилиндра массой т , внутренним радиусом R] и внешним R 2 

_ R; +Rl 
Jzo -z—^; 

тонкостенного полого цилиндра (обруча) массой m радиусами R| « R 2 » R 
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J / 0 = mR 2 . 

Момент инерции шара массой m и радиусом R относительно оси Z 0 , проходящей 

через центр масс 

J / i 0 = ^ m R 2 

Момент инерции тонкого стержня массой m и длиной (! относительно оси 

Z 0 , проходящей через центр масс стержня перпендикулярно его оси 

Jzo = тт™ ^ 
12 

Основное уравнение динамики вращательного движения 

Производная по времени t проекции момента импульса тела или системы 

тел Е н а произвольную ось Z равна проекции на эту ось моментов внешних 

сил i r , действующих на это тело или систему: 

Учитывая, что 

где </.. - моменты инерции, а сог - угловые скорости материальных точек такой 

системы или тела относительно произвольной оси Z , получим 

Последнее уравнение называется основным уравнением динамики 

вращательного движения. 

В случае, если проекция на ось Z моментов внешних сил ^Mjr, 

действующих на тело или систему равна нулю, то 

Е J ,-в>„ = const 

В частности, если система состоит только из двух тел 
г i i t 

J\yty\v. + </т_С02/, = J,^ СО, + Jп_ СОп, , 
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где со]я, ft),. - угловые скорости первого, а со?,, - второго тела 

соответственно до и после взаимодействия; J\z , , / , . - момент инерции 

первого, а , /2 / , . / - . . - второго тела до и после взаимодействия относительно оси z. 

Рассмотрим абсолютно твердое тело, т.е. тело расстояние между двумя 

любыми точками которого остается неизменным в процессе движения. 

В случае вращательного движения абсолютно твердого тела относительно 

неподвижной произвольной оси Z, все точки такого тела, за исключением точек, 

находящихся на оси вращения, будут иметь одинаковые скорости: 

0){. ~ 0ii- — со,.... — сог = со_, 

а момент инерции будет величиной постоянной: 

^ ,/r = const. 

Поэтому применительно к абсолютно твердому телу основное уравнение 

вращательного движения приобретает следующий вид 

dt ^ '• 

Обозначив 

а 

и учитывая, что 

dm. 

dt 

где £„ , угловое ускорение твердого тела относительно оси Z, окончательно 

получим 
J.e. =М.. 

Кинетическая энергия и работа при вращательном 

движении абсолютно твердого тела 

Кинетическая энергия Т абсолютно твердого тела, имеющего момент 

инерции J / и угловую скорость соу, относительно неподвижной оси вращения z 
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Твердое тело может совершать плоское движение, при котором все точки 

такого тела движутся в параллельных плоскостях. 

Произвольное плоское движение можно представить как совокупность 

поступательного и вращательного движения. 

Кинетическая энергия при плоском 

движении катящегося без 

скольжения вращающегося 

твердого тела массой т , имеющего 

скорость поступательного 

движения центра масс и с (рис. 

10) 

_ то: J .со: 

и. 

/ / / / / / 7 7 / / / / / / 

где J.- м о м е н т и н е р ц и и , а с о . - у г л о в а я с к о р о с т ь т в е р д о г о тела 

о т н о с и т е л ь н о оси z, п р о х о д я щ е й через ц е н т р м а с с этого тела . 

Работа п р и п о в о р о т е т в е р д о г о тела о т н о с и т е л ь н о п р о и з в о л ь н о й 
н е п о д в и ж н о й оси z на н е к о т о р ы й у г о л <р под д е й с т в и е м в н е ш н и х с и л 

А = JM.d<p 
о 

Изменение кинетической энергии ЛТ вращающегося твердого тела 

равняется работе А внешних сил : 

ДТ = А 

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

П р и м е р 1. Небольшое тело бросили под утлом a=6(f к горизонту. Во 

сколько раз дальность его полета S больше максимальной высоты подъема 

тела h m ? Сопротивление воздуха не учитывать. 

Дано: а =60° 
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Найти: n = — 
h 

Решение: 

Рассматривая тело как 

материальную точку, движущуюся в 

координатах х,у (рис.11) запишем 

зависимость высоты подъема тела h 

от времени t: 

gt2 

h = и(1 (sin a)l - (1) 

где VQ- начальная скорость тела, а 

g ускорение свободного падения. 

Рис. 11 

При подъеме тела на него действует сила тяжести, поэтому вертикальная 

составляющая скорости тела 

оу = v„sina- gt (2) 

уменьшается, достигая в верхней точке траектории (точка С на рис. 11) нулевого 

значения. Отсюда время подъема t„ тела 

. „ = - ^ (3) 
Я 

Подставив (3) в (1), получим максимальную высоту подъема h m : 

_ и* s in 2 а 

2g 
(4) 

Т.к. по условию задачи сопротивление движению тела отсутствует, то 

горизонтальная составляющая скорости и х не изменяется: 

их = vu cosa = const, 

а время подъема tn равно времени спуска tc. 

Следовательно, полное время движения тела 

2и, sin а 
t = 2tn = — 

g 
(5) 

а дальность полета S 

27 



S = vxt = 
2D: sin a cos a 

(6) 

Учитывая, что sin a ^ О и cos a ^ 0 , получим, используя (4) и (6): 

h 4 

s tga 

Проверим размерность величины п: 

[ п ] = 
1 ё а . 

и произведем расчет 

Ответ: п = 2,3 

п = 
#60 

= 2,3 

П р и м е р 2. Найти угол а между векторами скорости и и полного 

ускорения а точки М, лежащей на ободе равноускоренно вращающегося диска в 

момент, когда диск совершит первые два оборота после начала вращения. 

Дано: N = 2 

Найти: a. ^ а т о 

Решение: 

Разложим вектор ускорения а 

точки М на две составляющие: 

тангенциальное ат и нормальное 

а» ускорения (рис.12). 

С ледов ательно, 

а.. 

a 

• -к -к 

tg a : 

а 
(О 

Модуль нормального ускорения 

и~ 
R 

(2) ги, (равный радиусу диска), которую описывает 
диском. 

П о э т о м у , у ч и т ы в а я , что 
D = coR, 

где to - угловая скорость, получим, подставив (3) в (2): 
(3) 
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аа = w 2 R (4) 

Модуль тангенциального ускорения ах связан с угловым ускорением е: 

аг = &R (5) 

Поэтому, подставив (4) и (5) в (I), получим 

t g a = (6) 

£ 

По условию задачи диск вращается равноускоренно, а его начальная 

угловая скорость со 0

= 0. Поэтому зависимости угла поворота ср радиус-вектора и 

угловой скорости со точки М от времени t найдем по формулам 

Ф= — , (7) 

С 0 = £ / (8) 

Решая совместно (7) и (8), получим 

Ф = £ О ) 
2е 

Выразив к из формулы (9) и подставив его в (б), получим 
tg a = 2ф 

Отсюда, учитывая, что 

Ф = 2 j iN , 

где N - число оборотов диска, будем иметь 

tg a = 4 j iN , 

т.е. a = arctg (4jiN) . 

Проверим размерность: 

[a] = [ агсщ (4itN)] = рад . 

Произведем расчет: 

a = агсщ (4я • 2) « 1,5 рад * 88° 

Ответ: a = 88° 

П р и м е р 3. Через блок, укрепленный в вершине наклонной плоскости, 

перекинута невесомая нерастяжимая нить с двумя грузами одинаковой массы m 

= 2,5 кг (рис.13). Найти силу давления на ось блока, если коэффициент трения к 

между наклонной плоскостью и лежащим на ней грузом равен 0,15, а угол 

наклона плоскости равен 30°. Трением в блоке и его массой пренебречь. 
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Дано: m = 2,5 кг; к = 0,15; а = 30° 

Найти :F ; ( . 

Решение: 

На первый груз, 

находящийся на наклонной 

плоскости, действуют сила 

натяжения нити Т i , сила реакции 

опоры i V i , сила трения F п щ и 

сила тяжести m L g сообщающие 

телу ускорение а\ (рис. 13). 

Поэтому, согласно второму 

закону Ньютона 

Т\ +N\ +Fmih +mx g = mx a, (1) 

или в проекциях на ось Х[ , 

которую мы направим 

параллельно наклонной плоскости 

по направлению движения 

T i - F

mPl - tnigsina = mlflr (2) 

В проекциях на ось у ь направленную перпендикулярно наклонной 

плоскости, получим 

N i - rriigcosa = 0, 

т.е. N ! = mucosa 

Т.к. по третьему закону Ньютона 

I W . I = | ? ' д | , 

где F л - сила нормального давления первого груза на наклонную плоскость, то 

KPl = kmigcosa (3) 

Подставив (3) в (2), получим 

Т[ - kmgcosa - rn^gsina = т ц ^ (4) 
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На второй груз действуют сила натяжения нити Тг и сила тяжести mng . 

Поэтому по второму закону Ньютона 

Тг g = ni^Cli (5) 

или в проекциях на ось х 2 , направленную вверх вдоль нити 

Т 2 - m 2 g = - m2a2 (6) 

т.к. по условию задачи массы грузов одинаковы 

пц = пъ = m , (7) 

блок является невесомым, а нить - невесомой и нерастяжимой, то 

\Тх\ = \¥г\=Т (8) 

| аЛ | = | а 21 = а (9) 

Тогда с учетом (7-9) уравнения (4) и (6) будут выглядеть следующим 

образом: 

Т- king cos<2-mgsindr=ma (10) 

T-mg=-ma. (11) 

Решив эту систему уравнений, получим 

T=^-mg (s ina+kcosa + 1) (12) 

Со стороны нити на блок действует силы натяжения нити Г, и Тп 

По третьему закону Ньютона 

I?, I = \?\\, \Т2 | = \F2\, (13) 
следовательно, согласно (8,12,13) 

1 

1\ =1\ = — mg(sin<ar+kcosar + l ) (14) 

Результирующая сила, действующая на блок со стороны нити, 
т' =т\ +т2 

а ее модуль, как следует из рисунка 

Т = Ticos — +T2cos —, 
2 2 

Или, учитывая (14) 

Т = mg(sin<ar+ kcos<2 + l)cos ^ 

31 



П р о в е р и м р а з м е р н о с т ь 

[Fj] = [mg] [sin a +kcos a +1 ] [cos — ] = — — x 1 x 1 = И 

П р о и з в е д е м расчет 
F, ( =2,5x 9,8(sin30°+0,15x cos30 ( l+l) (cos30°)=35H 

Ответ: Ffl = 35H 

Пример 4. Парашютист, масса которого т=80кг ,совершает затяжной прыжок. 
Считая, что сила сопротивления воздуха пропорциональна скорости и, 
определить, через какой промежуток времени t скорость движения парашютиста 
будет равна 0,9 от скорости установившего движения ии. 
Коэффициент сопротивления к= 10кг/с. Начальная скорость парашютиста 
равна нулю. 

Дано: т = 8 0 к г , а = и/и0 =0,9, 
к= 10 яг/с 
Найти: t 
Решение. Пренебрегая силой 
Архимеда, будем считать, что на 
парашютиста действуют только 

сила тяжести и сила 

сопротивления Fc, сообщающие х 
телу ускорение а (рис.14). 
Тогда, согласно второму закону 
Ньютона, р и с 14 

^ mg 

или в проекциях на ось х, которую направим вниз по направлению движения 

тела 

-Fc + mg = пш (2) 

Т.к. по условию задачи 

F c = k u , 

civ 
а 

dt 

то уравнение (2) приобретает вид 

do 
mg - к и = т — 

dt 
(3) 

Произведя разделение переменных, получим 
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Дифференциал d(mg - к v) = - kdu 

П о э т о м у у р а в н е н и е (4) п р е о б р а з у е т с я к в и д у 

mg-ки т 

Следовательно, Г ^(т& ^1 = _ A f j( 

i mg-ки т{ 

Поэтому после интегрирования получим 

kt 
f.n(mg — ки)\'.' = 

" т 
Отсюда после несложных преобразований будем иметь 

u = fnf(\-e") (6) 
к 

Определим теперь скорость ио в установившемся режиме. В этом случае 

скорость тела будет неизменной и равна ио Поэтому уравнение (3) будет иметь 

вид 

m g - k vо = О 

Следовательно, 

o , r - f (7) 
к 

У р а в н е н и е (6) с у ч е т о м (7) з а п и ш е т с я с л е д у ю щ и м о б р а з о м 
if 

u = uQ(l-e») (8) 

и kt 

О т с ю д а а = — = 1 - е 

kt 
или е "' - \ — а 



П о э т о м у т t = — ?п(\-а) 
к 

П р о в е р и м р а з м е р н о с т ь 

[ t ] 

П р о и з в е д е м расчет 

Ответ : t = 18 с 

т 

~к 
[(>п(1-а)\ кг 

кг I с 
[ = с 

t = - — fw(l-0,9) = 18c 
10 

П р и м е р 5. Тело массой 20 кг движется со скоростью 3,0 м/с и нагоняет второе 

тело массой 30 кг, движущееся со скоростью 1,0 м/с. Найти скорость тел после 

столкновения при неупругом и при упругом ударах. Считать, что тела движутся 

по одной прямой, а удар - центральный. 

Дано: т = 2 0 к г , и[=3,0м/с 

т = 3 0 к г , и2 = 1,0 м/ с 

Найти: ui. u 2 

Решение: Рассмотрим сначала 

неупругий удар. В этом случае 

после взаимодействия тела будут 

двигаться совместно с обшей 

скоростью и ( р и с . 15): u=ui=u2 

Запишем для такой системы закон 

сохранения импульса, считая ее 

замкнутой: 

mXD\ +m,i>2 = ти 

при этом m = m L + m 2 - общая масса тел. 

mi U[ nh 1)2 m U 

X 

1)..,. IS 

Направим ось координат (ось х на рис. 15) вдоль направления движения тел и найдем 
проекции импульсов взаимодействующих тел на эту ось: 
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mi и i + m2u2 = mu 

Следовательно, 

т.о. + ш , и , 
и = —— 

т 
Проверим размерность: 

[ и ] = 
т 

Произведем расчет: 

20-3,0 + 30-1,0 n , 
и = — = 1,8 м/с 

20 + 30 
т.е. щ = ii2 = 1,8 м/с. 

Рассмотрим теперь упругий удар тел, полагая, как и ранее, систему тел 

замкнутой, считая при этом, что первое тело после удара будет двигаться влево 

со скоростью ы\ , а второе по-прежнему вправо со скоростью tti, (рис. 16). 

Запишем закон сохранения импульса для такой системы: 

В проекциях на ось х, которую направим вправо по направлению 

первоначального движения шаров, молено записать 

Ш| v 1 + m2v2 = - m,ui + m 2 u 2 (1) 

Уравнения (1) для решения 

задачи в данном случае 

оказывается недостаточно, т.к. 

число неизвестных (iii , u 2) 

больше количества уравнений. 

Для решения задачи нам 

необходимо привлечь еще одно 

уравнение так, чтобы количество 

уравнений равнялось количеству 

неизвестных. 

Для этого воспользуемся законом сохранения механической энергии для 

системы взаимодействующих тел: 

кг • м I с _ м 

кг с 
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т.о. m^v: т.и: тлг: 
^ ^ + ^ ^ = ^ ^ + ^ ^ - (2) 

Преобразуем уравнение (2) к виду 

т,{v] -и;) = т2(и1~и\) , (3) 

а уравнение (1) запишем таким образом 

+и]) = т2(и2 -о2) (4) 

Разделим почленно друг на друга уравнение (3) и (4), полагая при этом, что 

U] + U\ , U 2 О 2 7̂  О 

В результате получим 

V 1 - Щ = Ll2 + О 2 (5) 

Решив (4) совместно с (5), получим: 

-2т,и, -т1)и1 

и, 
2тхих + (/м, - / » , )l>, 

Проверим размерность: 

г -. [ 2 m , + (ш, - т . ) ц 1 кг-м/с 

|/и, + m, ] яг 

г -1 [2т , о, + (т, - т , )*л ] кг • л/ / с , 
|М, J = р =—̂  — = = V/ / с 

|m, + m,J кг 
Проведем расчет 

-2-30-1,0 + (30-20)-3,0 
и. = = -0,6 At с 

20 + 30 

Отметим, что знак минус указывает на то, что направление скорости для 

первого тела выбрано нами неправильно: на самом деле тело после удара 

должно двигаться вправо с той же по величине скоростью 
2-20-3,0+ (30-20)-1,0 

и, = = 2,6 м с 
20 + 30 

Ответ: iii = u 2 = 1,8 м/с - при неупругом ударе; 

Ui = 0,6 м/с, и 2 = 2,6 м/с - при упругом ударе 



П р и м е р 6. Груз массой т = 4 5 к г 

вращается на канате длиной 

/ = 5 , 0 м в горизонтальной 

плоскости, совершая 15 об/Мин . 

Какой угол а с вертикалью 

образует канат и какова сила его 

натяжения? 

Дано: т = 4 5 к т , / ; = 5 , 0 м , n=0,25c_1 

Найти: а, Т 

mg 

Решение : Рис. 17 
Будем рассматривать груз как материальную точку. На груз действуют сила 

тяжести mg и сила натяжения нити Г , сообщая грузу нормальное ускорение а,, 

, направленное к центру окружности (рис. 17), которую описывает груз: 

f+mg=ma„ (1) 

В проекциях на ось х, направленную по ускорению а,, к центру окружности , и 

на ось у, направленную вверх, перпендикулярно оси х, можно записать 

Tsina =таа 

Tcosa mg = 0 , 

т.е. 
Tcosa = mg 

Поделив почленно уравнение (2) на (3), получим 

а, 
tg а = 

g 

Выразим нормальное ускорение, используя условия задачи 

° - D а= — = о) к , 
R 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

где о - линейная скорость груза, а R - радиус окружности, которую описывает 

груз, а со — угловая скорость груза. 

Из рис. 17 следует, что 
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поэтому 

R= f sin a , 

a.. = co~ (: sin a 

П о д с т а в и в (6) в (4), п о л у ч и м 

cos or = 
g 

со2 f: 

Угловая скорость со связана с частотой вращения соотношением 

со = 2яп , 

поэтому 

cos а = 
g 

а = arccos 

Ак2п2£ 
Г g ^ 

Ал и I ,, 

П р о в е р и м р а з м е р н о с т ь 

Следовательно, 

g Л/ / с 

\ \ с - л/ 
= 1 

[а] = рад. 

П р о и з в е д е м расчет 

9,81 

v 4-3 ,14 2 -(0,25)2 -5,0) 

Найдем теперь силу натяжения нити, используя (3) 

а = arccos 0,65 рад = 37° 

mg mg-A7r2n2f , , 
Т = — = — = тАк п (. 

coscr 

Проверим размерность: 

1 
[? ' ] = [ т4тс 2 п 2 / ] = кг • 1 • — • л/ = Н 

с~ 

П р о и з в е д е м расчет 
Т = 45 • 4 • 3,142 • (0,25)2 • 5,0 = 5,6 • 102 Н 

Ответ: а = 3 7 ° , Т = 5,6 • 102 Н. 



П р и м е р 7. По ободу шкива, насаженного на общую ось Z с маховым колесом, 

намотана нить, к концу которой подвешен груз массой ш = 10кг (рис.18). На 

какое расстояние h должен опуститься груз, чтобы коле-

х t со со шкивом начало вращаться с частотой п 

= 60 об/мин? Момент инерции колеса со 

шкивом относительно оси Z iy = 0,42 кг • 

м 2 , радиус шкива R = 10 см. 

Дано: m = 1,0 кг; п = 1,0 с"1; iy = 0,42 кг-м 2; 

R = 0,10 м 

Найти: h 

Решение: 

Задачу решим сначала силовым методом, а 

затем , используя закон сохранения 

механической энергии. 

На груз действуют сила тяжести mg и сила натяжения нити 7', сообщая грузу 

ускорение а (рис. 18), поэтому, по второму закону Ньютона 

Т + mg = ma 
Или в проекциях на ось х, направленную вверх параллельно нити 

Т mg - - ma (1) 

На шкив со стороны нити действует сила натяжения Т' , момент М 7 

которой относительно оси вращения Z шкива 

М7 = T'R 

В тоже время, согласно основному уравнению динамики вращательного 

движения твердого тела 

где е7 - угловое ускорение шкива относительно оси Z , R - его радиус. 

Поэтому 

T'R = J./£,, (2) 

Учитывая, что по третьему закону Ньютона 

Т - Т' = 7\ 

получим 
TR J. (-:., (3) 
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Полагая, что проскальзывание нити относительно блока при движении 

груза отсутствует, и учитывая, что по условию задачи нить является невесомой и 

нерастяжимой, можно считать, что тангенциальное ускорение ах точки А, 

находящейся на ободе шкива, соприкасающейся с нитью, равно ускорению груза 

а : 

ах = а , (4) 

а скорость этой точки и Л равна скорости груза и: 

п л = и (5) 

Т.к. а т = s z R , (6) 

то, совместно решив (1), (3) и (6), с учетом (4) получим 

а = ^ е _ 

Jz +mR-

Высота h, на которую опустится груз 

2а 

где v - скорость груза на высоте h, и о - его начальная скорость. 

По условию задачи и 0 = О, 

следовательно h = — (8) 
2а 

Скорость точки А на ободе шкива 

UA= CDZR, 

где cd7 - угловая скорость шкива относительно оси Z. 

Поэтому, учитывая (5) 

1 п ч 
И - ^ (9) 

2а 

Как известно, coz = 2тт. (10) 

Следовательно, учитывая (7) и (10), окончательно получим 

mg 

Так как силы, действующие в системе груз-шкив-колесо являются 

консервативными, задачу можно решить, используя закон сохранения 

механической энергии. 

До начала движения груза полная механическая энергия E L системы 

была равна ее потенциальной энергии: 
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E i = m g h , (12) 

а после опускания груза на высоту h полная механическая энергия системы Е 2 

равна сумме кинетической энергии вращательного движения колеса со шкивом и 

кинетической энергии груза: 

J, со I mv~ 
к, = + 

2 2 
или, учитывая, что v = coz R 

2 2 

По закону сохранения механической энергии 

E i = Е 2 , 

следовательно, 

J7cd; ma>7R' 
Е = ^ ^ + z- (13) 

J 7(ol mcolR 
mgh = + z— ( 1 4 ) 

или с учетом (10) 

2ж2n~\J7 + mR~ I 
h = — , 

mg 

т.е. получили тот же самый результат. 

Проверим размерность: 

[2л-2 ]• [и2 ]• [jz + mR2 ] _ 1 • с 2 • кг • м: 

[m]-[g] кг-м-с'2 

Произведем расчет: 

2-(3 ,14) ' -1 ,0- (М2 + 13') . 
1.0-9.8 

м 

Ответ: h = 0.87 м. 
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П р и м е р 8. Маятник в виде сплошного однородного шара массой М 

кг и радиусом R = 15 см может качаться вокруг горизонтальной 

10,0 

оси Z, п р о х о д я щ е й через 
к о н е ц т о н к о й н е в е с о м о й 
н е р а с т я ж и м о й нити , 
д л и н а к о т о р о й Р равна 
радиусу ш а р а R (рисЛ 9). 
В ц е н т р ш а р а п о п а д а е т 
п у л я м а с с о й ш = 10,0 г, 
л е т е в ш а я г о р и з о н т а л ь н о 
со с к о р о с т ь ю и = 800 м/с, 
и з а с т р е в а е т в н е м . Н а 
к а к о й у г о л п о с л е этого 
о т к л о н и т с я нить 
м а я т н и к а ? 

Дано: m = 10,0 г ; и = 800 м/с; М = 10,0 кг; R = i = 15 см. 

Найти: а. 

Решение. До попадания пули на шар действуют сила тяжести Mg и сила 

натяжения нити Т. 

Линии действия этих сил проходят через ось вращения Z, поэтому момент 

сил, действующих на шар до удара равен нулю. 

Масса пули гораздо меньше массы шара, а удар пули о шар происходит 

очень быстро, т.е. можно считать, что существенного смещения шара за время 

удара не произойдет. Следовательно, сразу же после удара результирующий 

момент сил, действующих на систему, практически не изменится и по-прежнему 

будет равен нулю. Поэтому к такой системе можно применить закон сохранения 

момента импульса. Т.е. для моментов импульса системы относительно оси Z 

(рис. 19) можно записать. 

L ] Z = L 2 Z , (1) 

где L 1 Z - момент импульса системы до удара, L2z - после удара. 

Момент импульса системы до удара равен моменту импульса пули: 

L]7=mu (C+R), (2) 
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а после удара - системы пуля - маятник: 

L 2 7 , = J 7 . СО/, , (3) 

где Jz - момент инерции системы, со/ - ее угловая скорость относительно оси 

вращения Z. 

Поэтому (1) запишется с учетом (2) и (3) следующим образом: 

mv (С +R) = J z coz (4) 

Момент инерции системы J z складывается из моментов инерции шара J m z и 

пули Jnz: 

Jz Jmz Jqz I 

или 

1 + i (5) 

Момент инерции шара относительно оси вращения Z найдем по теореме 

Штейнера: 

5 

Т.к. по условию задачи /:' = R , (6) 

то 

Jin/ = 4,4 M R 2 (7) 

Момент инерции пули относительно оси Z найдем как для материальной точки, 

т.к. размеры пули малы по сравнению с расстоянием до оси вращения Z 

J n z = m ( ^ + R ) 2 

или, с учетом (6) 

J n = 4 mR 2 (8) 

Следовательно 

J„ _ 4mR- _ 4т 
. / ш ~ 4AWR 2 ~ 4 , 4 M ' 

Подставим числовые значения 

Л 4-10 2 

./ 4,4-10 
0.9-10 

т.е. молено считать, что — — « 1 (9) 
ш 

Поэтому (5) и (4) приобретают следующий вид 

Jz = Jinz, (Ю) 
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то ((•:+K) = Kz(£>z (11) 

В процессе удара механическая энергия системы не сохраняется, переходя 

частично во внутреннюю. Однако после удара механическая энергия 

движущейся системы маятник - пуля будет сохраняться, т.к. после удара в 

системе действуют только консервативные силы. 

Следовательно, при подъеме шара вместе с пулей кинетическая энергия 

вращательного движения системы будет переходить в потенциальную энергию 

поднятых тел : 

где h - высота, на которую поднимется центр масс системы. 

Т.к. по условию задачи 

m « М 

и нить невесомая то, учитывая (10), запишем (12) в виде 

J ^ = Mgh 

Решив совместно (11) и (13), получим 

h = 
m2u2(?. + R)2 

Из рис. 19 следует, что 

cos а 
e+R-h_ h 

i + R i + R 

Поэтому с учетом (6) и (14), окончательно получим 

а = arccos 
^ т и R 

v 
Проверим размерность 

mv2R 

aiccos 
т и R 

\ 

кг2 -(лг / с2 )-л/ 

кг-лГ -кг-мIс 
= 1 

Следовательно, 

Произведем расчет 

[а] = рад 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 
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а = arccos 1-
10 4 -800 2 -0,15 

4,4-10,0-(0,15) : -10,0-9,81 
= 0,45 рад = 26 е 

Ответ: а = 26°. 

ЗАДАЧИ РАСЧЕТНО-КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИИ 

Студенты выполняют расчетно-контрольное задание в соответствии с 

номером своего варианта, который указывается им преподавателем. 

Варианты и номера задач расчетно-контрольных заданий имеются в 

приводимой ниже таблице. 

Номер 
вариан 

та 

Номера задач 

1 1 26 51 76 101 126 151 176 201 

2 2 27 52 77 102 127 152 177 202 

3 3 28 53 78 103 128 153 178 203 

4 4 29 54 79 104 129 154 179 204 

5 5 30 55 80 105 130 155 180 205 

6 6 31 56 81 106 131 156 181 206 

7 7 32 57 82 107 132 157 182 207 

8 8 33 58 83 108 133 158 183 208 

9 9 34 59 84 109 134 159 184 209 

10 10 35 60 85 110 135 160 185 210 

11 11 36 61 86 111 136 161 186 211 

12 12 37 62 87 112 137 162 187 212 

13 13 38 63 88 113 138 163 188 213 

14 14 39 64 89 114 139 164 189 214 

15 15 40 65 90 115 140 165 190 215 

16 16 41 66 91 116 141 166 191 216 

17 17 42 67 92 117 142 167 192 217 

18 18 43 68 93 118 143 168 193 218 

19 19 44 69 94 119 144 169 194 219 

20 20 45 70 95 120 145 170 195 220 

21 21 46 71 96 121 146 171 196 221 
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22 22 47 72 97 122 147 172 197 222 

23 23 48 73 98 123 148 173 198 223 

24 24 49 74 99 124 149 174 199 224 

25 25 50 75 100 125 150 175 200 225 

1. Стоя на ступеньке движущегося эскалатора метро, пассажир спускается за 1 

мин, а по неподвижному эскалатору идет 40 с. Сколько времени займет спуск 

пассажира, идущего по движущемуся вниз эскалатору? 

2. Первую половину своего пути автомобиль двигался со скоростью i>i=80 

км/ч, а вторую половину пути - со скоростью t>2= 40 км/ч. Какова средняя 

скорость и движения автомобиля? 

3. Точка прошла половину пути со скоростью 10 м/с. На оставшейся части 

пути она половину времени двигалась со скоростью 20 м/с, а последний участок 

прошла со скоростью 30 м/с. Найти среднюю за все время движения скорость 

точки. 

4. С аэростата, находящегося на высоте h=300 м, упал камень. Через какое 

время t камень достигнет земли, если: а) аэростат поднимается со скоростью 

и=5 м/с; б) аэростат опускается со скоростью и=5 м/с; в) аэростат неподвижен? 

5. Теплоход, имеющий длину ^=300 м, движется по прямому курсу в 

неподвижной воде со скоростью щ. Катер, имеющий скорость и 2 =90 км/ч, 

проходит расстояние от кормы движущегося теплохода до его носа и обратно за 

время t=37,5 с. Найти скорость Ui теплохода. 

6. Капли дождя на окнах неподвижного трамвая оставляют полосы, 

наклоненные под углом а=30° к вертикали. При движении трамвая со скоростью 

и ,=18 км/ч полосы от дождя вертикальны. Найти скорость капель дождя ьк в 

безветренную погоду и скорость ветра и„. 

7. Тело, имея начальную скорость и 0=1 м/с, двигалось равноускоренно и 

приобрело, пройдя некоторое расстояние, скорость и к =7 м/с. Какова была 

скорость тела на половине этого расстояния? 

8. Прожектор О установлен на расстоянии 

^ = 100 м от стены АВ и бросает светлое пятно на 

эту стену. Прожектор вращается вокруг 

вертикальной оси, делая один оборот за время 

Т=20 с. Найти скорость и, с которой светлое пятно 

движется по стене, в момент времени t=2 с. За 

начало отсчета принять момент, когда направление 

луча совпадает с ОС. 




